Programtervezo informatikus BSc, B szakirany
Valo6szintiségszamitas és statisztika gyakorlat

1. (1-2 hét) Valésziniiségek Kiszamitasa; feltételes valoszintiség és Bayes-tétel

Elmélet

Definicié (Ismétlés nélkiili permutacid). n (kiilonb6z8) elem egy sorrendje.
nl.

Definicié (Ismétléses permutacié). n (nem feltétlen kiilonb6z3) elem egy sorrendje, ahol az egyforma elemeket nem kiilonboz-
tetjiik meg (tfh. az n elem koziil k1, . . . , k, darab megegyezik).

n! B n
koo kel \ky, ... k)’

Definicié (Ismétlés nélkiili kombindcié). n (kiillonbozd) elem koziil & szdmi (k < n) elem egyszerre torténd kivdlasztdsa
(sorrend nem szamit, nincs visszatevés).

n\ n!

k) kl'-(n—k)

Definicié (Ismétléses kombindcid). n (kiilonbdzd) elem visszatevéses eljdrdssal kivalasztott valamely & szdmd (k < n) elem
kivalasztdsa (sorrend nem szamit).
n+k—1
& .

Definicié (Ismétlés nélkiili varidcig). n (kiilonbdzd) elem koziil kivélasztott valamely k& szdmui (k < n) elem egy sorrendje

(nincs visszatevés).
n!

(n— k)’

Definicié (Ismétléses varidcid). n (kiilonboz8) elem koziil visszatevéses eljardssal kivélasztott valamely & szdmu (k < n) elem
egy sorrendje.

n®.

A valdszintiség a matematikai fogalma annak, hogy mekkora esély van valamire, példdul egy 4szt kihtizni egy kartyapaklibol,
vagy egy piros goly6t kihizni egy szines golydkkal teli zsdkbol. A klasszikus valdszintiség azokat az eseteket nézi, amikor
minden egyes lehetséges kimenetelhez ugyanakkora esély tartozik. Példdul, ha egy szabdlyos dobdkockdval dobunk, akkor
ugyanakkora az esély arra, hogy 1, 2, 3, 4, 5, vagy 6-ost dobjunk. Ekkor egy tetszdleges esemény valdszinlisége megadhato a

kedvezd kimenetelek és az Gsszes lehetséges kimenetelek szamanak hanyadosaval:

. PP ‘ e s L . kedvez6 kimenetelek szdma
Klasszikus valésziniiség: Az A esemény valdszintisége megadhaté dgy, mint P(A) =

osszes kimenetel szdma

Természetesen a kés6bbiekben ennél bonyolultabb esetekkel is fogunk taldlkozni, de az alapfogalmak megértéséhez ez a véges
sok lehet&séget tartalmazé egyszerd modell is elegendd.

Definicé (Feltételes valdszintiség).
P(ANB)

Ha B bekovetkezett, mi a valGsziniisége, hogy A bekovetkezik? P(A|B) = TB)

ha P(B) # 0

Definicé (Teljes eseményrendszer).

By, By, ... események teljes eseményrendszert alkotnak,ha 1) B;NB; =0 Vi# j—re 2) |J B;=Q
i=1

Teljes valosziniiség tétele:
Legyen By, Bs, ... teljes eseményrendszer, A tetszSleges esemény, P(B;) > 0 minden j-re. Ekkor

P(A) = ZP(AlBj)P(Bj)-



Bayes-tétel:
Legyen By, ..., By, ... teljes eseményrendszer, A tetsz6leges esemény, P(B;) > 0 minden j-re. Ekkor

P(A|By)P(By)

> PUAIB;)P(B)

P(BglA) =

Definicié (Események fiiggetlensége).
A és B események fiiggetlenek, ha
P(ANnB)=P(A)- P(B) (Aesemény bekovetkezése nem befolydsolja B esemény bekovetkezését, és forditva).

Feladatok

1.1. Feladat. Hanyféleképpen lehet 8 bastyat letenni egy sakktablara, hogy ne iissék egymast?
Megoldas

Az els6 bastya 64 helyre keriilhet. Ekkor a lefedett mezd sordba és oszlopdba mar nem keriilhet tjabb bastya, igy a kovetkezot
madr csak 7 sor és 7 oszlop valamelyikébe tehetjiik le, ami 49 lehetGség. Minden djabb bastya letételével még egy djabb sor és
oszlop keriil lefedésre. Tehat ezutan sorra 36, 25, 16,9, 4, és 1 lehetdség van a kovetkez6 bastydk letételére. Viszont a bastydk
letevésének sorrendjét igy figyelembe vettiik, pedig mind a 8 béstya egyforma, kiilsGleg nem megkiilonboztethets. Igy le kell
osztanunk a lerakott bastydk permuticidinak szdmadval, azaz 8!-sal. Tehat 6sszesen 6449'36'?3% = 40320 = 8! féleképp
tehetjiik le a bastydkat. A végeredményt kozvetleniil is megkaphatjuk, ha oszloponként (ill. soronként) nézziik a bastyak helyét.

1.2. Feladat. Mi a valdszintisége, hogy egy véletlenszeriien kivélasztott 6 jegyl szam jegyei mind kiillonboz6ek?
Megoldas

Az els6 szamjegyet az 1,2, ..., 9 szamjegyek koziil, a tobbi szdmjegyet a 0, 1,2, ... ,9 szamjegyek koziil valaszthatjuk. Igy az
Osszes esetek szama 9 - 10°. Kedvez§ esetek szama: 9-9-8 -7 -6 - 5, mert itt visszatevés nélkiil valasztunk, a sorrend szamit,

illetve arra figyeliink, hogy az els6 szdmjegy ne lehessen 0. Tehdt a keresett valoszintiség 255765 — 136080 — 1572,

1.3. Feladat. Ha egy magyarkartya-csomagbdl (32 lap: piros, zold, makk, tok) visszatevéssel hizunk harom lapot, akkor mi
annak a valdsziniisége, hogy

a) pontosan egy piros szini lapot hiztunk?
b) legaldbb egy piros szini lapot hiztunk?
Megoldas
a) A 3 kihizott lap koziil (‘;’) = 3-féleképp donthetjiik el, hogy melyik legyen a piros szind. Ezutan feltehetd, hogy az els6é

hizott lap piros, a tobbi nem. Mivel visszatevéses mintavétel, ezért piros lap hiizdsanak valdszinlisége mindig %, nem

piros lap hiizdsénak valészintisége pedig %. Tehat a keresett valészintiség: (?) : (3%)1 - (%)2 =31 1% = 2—1 = 0,4219.

b) Kényelmesebb most a komplementer esemény valdszinliségét kivonni 1-bdl. A komplementer esemény: nincsen piros a
hdzott lapok kozott. Ennek valészintisége (3) - (£5)° - (23)% = 2. Tehdt a keresett valészintiség 1 — 27 = 37 = 0,5781.

1.4. Feladat. Egy zsdkban 10 par cipd van. 4 db-ot kivalasztva, mi a valdszinlisége, hogy van kozottiik par, ha
a) egyformdk a parok?
b) kiillonbozdek a parok?

Megoldas

a) 10 balos és 10 jobbos cipd van. Mi a valészintisége, hogy a 4 kihtizott k6zott van balos és jobbos is? Célszeri most is a
komplementer esemény valdszintiségét kivonni 1-b6l. A komplementer esemény: vagy 4 balosat hiztunk, vagy 4 jobbosat.

10 10
Ennek valészintisége: 2 - % = % vagy E{O% + %2}% = %. Tehit a keresett valészintiség 1 — 25 = 0,9133.

323

b) Most is érdemes a komplementer esemény valdszinliségét kiszamitani. Komplementer esemény: nincs par a 4 cipd kozott.
Ha igy akarom a cipdket kivélasztani, akkor az els6t 20-féleképp valaszthatom ki, a médsodikat 18-féleképp (az elsd és
pérja kiesik), a harmadikat 16-féleképp és a negyediket 14-féleképp. Osszes eset: 20 - 19 - 18 - 17. Tehdt a komplementer

esemény valészintisége 2018:16:11 _ 221 0y kivilasztunk 10 parbdl a 4 parat eldszor, majd ezek balosat ill. jobbosét

20-19-18-17 323
BORAE)

4

_ 224 . £t 4 224 _
= 255 Tehdt a keresett valoszinliség 1 — 555 = 0,3065.



1.5. Feladat. * n dobozba véletlenszertien helyeziink el n golyét igy, hogy barmennyi goly6 keriilhet az egyes dobozokba.
a) Mi a valészintisége, hogy minden dobozba keriil goly6?

b) Annak mi a valészinfisége, hogy pontosan egy doboz marad iiresen?
Megoldas

Vegyiik észre hogy a probléma kit(izése nem hatdrozza meg teljesen egyértelmiien hogy milyen valészintiségi modellt kell hasz-
ndlni, ugyanis nem frja el hogy milyen médon helyezziik a golydkat a dobozokba, s azt sem rogziti hogy megkiilonboztetett
vagy azonos goly6krdl van sz6. Mindenesetre feltessziik hogy a dobozok meg vannak kiilonboztetve (habar a feladat kittizése
ezt sem rogziti).

a) 1. Ertelmezés: A golydkat megkiilonboztetjiik (ez nem feltétleniil jelenti, hogy a golydk fizikailag kiilonbozGek, mér az
is megkiilonboztetés, hogy ha egymads utdn rakjuk ket a dobozokba, s igy elsd, masodik stb., golydrdl lehet beszélni).
Ilyenkor, hacsak a feladat explicite nem ir el6 mast, a “véletlenszerlien” szé értelmezése az, hogy minden golyét egymastol
fiiggetleniil, azonos (1/n) val6sziniiséggel helyeziink a dobozokba.

{1, 2}, ahol a Descartes szorzat els komponense azt kédolja el, hogy az els§ golyé az 1-es vagy a 2-es dobozba keriil,
a mdsodik komponens ugyanezt teszi a mdsodik goly6val. Példdul w = (2,1) azt jelenti, hogy az els§ goly6 a 2-es,
a masodik goly6 az 1-es dobozba keriilt. Osszesen 2 - 2 = 4 kimeneti lehetSség van, és a fiiggetlenségi feltevés miatt
mindegyik 1/2 - 1/2 = 1/4 val6szintiség(i.

Altalanosan: n megkiilonboztetett golyét n dobozba n™ féleképpen tudjuk betenni (ismétléses varidcié). A kedvezd esetek
szdma n!, azaz a lehetséges permutdciok szama. Igy a keresett valszintiség

!
P(minden dobozban van egy goly6) = v
nn

2. Ertelmezés: Ha a golyék nincsenek megkiilonboztetve, és a berakési folyamat sem utal rd, akkor tigy is okoskodhatunk,
hogy csupan a végeredményt latjuk és a val6szinfliségi teriinket az Osszes lehetséges kimenet halmazaként definidljuk.
Vegyiik észre, hogy az 1. Ertelmezéssel ellentétben most minddssze 3 lehetSségiink van:

(a) az els6 dobozban két goly6, a masodikban semmi;

(b) mindkét dobozban egy golyd;

(c) els6 dobozban semmi, a masodikban ketts.

szorzat struktirdja sem. A “véletlenszerlien” sz6 elvileg értelmezhet6 tigy is, hogy a harom lehetséges kimenet egyenld
val6szintiségii. Igy példaul 1 /3 annak a valdszintisége hogy mindkét dobozba egy-egy golyd keriilt, mig az els§ értelmezés
szerint ugyanez a valdszindiség 1/2.

Altalanosan: n nem megkiilonboztetett n dobozba ( ) féleképpen tudjuk betenni (ismétléses kombinécié). [Rendezziik
az n dobozt sorba, ekkor n — 1 vdlaszfal keletkezik kozottik. Az 0sszes esetek szdma az n golyd és az n — 1 vélaszfal

(7L+(n—1))!
nl-(n—1)!

2n—1
n

. Z . . 2414 2 sz 2n—1 2 2 .
sorrendjeinek szdma, ami egy ismétléses permutacio: = ( " ).] A kedvezd esetek szdma 1, azaz minden

dobozba egy golyd keriil. fgy a keresett valGszintiség

P(minden dobozban van egy golyd) =

B
)

A két értelmezés kozotti dontés nem matematikai hanem modellezési probléma; sokszor azonban a matematikusnak kell
rdmutatni a felhaszndléndl arra, ha esetleg a probléma nincs kelld pontossdggal megfogalmazva. Rogzitsiik le azonban,
hogy az esetek tilnyomd tobbségében az els6 értelmezés felel meg a “véletlenszertien” koznapi fogalmanak.

b) Ha a golyodkat megkiilonbozdztetjiik, akkor - mint el6bb - az n golyét n dobozba n™ féleképpen tudjuk letenni (ismétléses
varidcid). A kedvezd esetek szamat a kovetkez8képpen kaphatjuk: az iires dobozt n féleképpen, a dobozt melyben 2
goly6 lesz pedig n — 1 féleképpen vilaszthatjuk ki. Az n goly6t n! féleképpen tehetjiik le, viszont kétféleképpen is
eljuthatunk ugyanahhoz az elrendezéshez, hiszen a 2 golyés dobozban barmelyik johetett a most iires dobozbdl. Igy a
keresett valészintiség

-1z n!
P(pontosan egy doboz marad iiresen) = nn — )% _ (Q)n .
n n

Ha a golydkat nem kiilonboz6ztetjiik meg, akkor az n goly6t n dobozba (2"7:1) féleképpen tudjuk betenni (ismétléses
kombinécié). A kedvezd esetek szdmat a kovetkez8képpen kaphatjuk: az iires dobozt n féleképpen, a dobozt melyben 2
golyd lesz pedig n — 1 féleképpen vélaszthatjuk ki. Igy a keresett val6szintiség

n(n—1)

P(pontosan egy doboz marad iiresen) =



1.6. Feladat. Egy boltban 10 latszélag egyforma szamit6gép koziil 3 felujitott, a tobbi 4j. Mi a valészindsége, hogy ha vesziink
5 gépet a laborba, akkor pontosan 2 felujitott lesz kozottiik?

Megoldas

A 10 gépbdl 3 felyjitott, 7 Gj. Tehat a 3 feldjitott gép koziil kell 2-t kivalasztani, illetve a 7 4j gép koziil kell a maradék 3-
mat kivélasztani. A kivélasztds sorrendje nem szamit, és visszatevés nélkiili mintavétel. A kedvezs esetek szdma: (g) . (Z) =
3-35 = 105. Osszes esetek szdma: (150) = 252. Tehdt a keresett val6szintiség 19 = (0,4167. (Hipergeometriai eloszls

252
N =10, M = 3,n = 5 paraméterekkel.)

1.7. Feladat. Ha a 6 karakteres jelszavunkat véletlenszerfien valasztjuk a 10 szdmjegy és a 26 karakter koziil, akkor mi a
valdszintisége, hogy pontosan 3 szdm lesz benne?

Megoldas

(g) = 20-féleképp lehet a 6 karakterbdl a 3 szam helyét kivalasztani. Ezutan feltehetd, hogy az els6 3 karakter szam, az utolsé 3
karakter betli. Szamjegy vélasztdsdnak valdszintisége %, betié %. A keresett valészintiség tehat (g) . (%)3 . (%)3 = 0,1615.
(Binomidlis eloszlds n = 60, p = 33 paraméterekkel.)

1.8. Feladat. Az 6toslottondl adjuk meg annak a val6szintiségét, hogy egy szelvénnyel jatszva ottaldlatosunk lesz, illetve hogy
legalabb négyesiink lesz. Mi a val6szintisége, hogy minden kihizott szam paros? (Hogy viszonylik ez a visszatevéses esethez?)

Megoldas

5
Annak a valészintisége, hogy 6tosiink lesz: % = ﬁ

5 5

(2)

Annak a valdszintisége, hogy legalabb négyesiink lesz: @) +

45
Annak a valészintisége, hogy minden kihizott szdm péros: (95(, ~ 0, 028.

5
A visszatevéses esetben (tehat, mikor egy szamot tobbszor is kihizhatunk) annak a valészinlisége, hogy parosakat hiizunk:
(%)J = (%)J ~ 0,031. Bar a két érték kozel van egymdshoz, a visszatevés nélkiili esetben kisebb a valdszintiség, mert ott
fogynak a paros szdmok a vdlasztds sordn.
1.9. Feladat. Mennyi a val6szintisége, hogy két kockadobdsndl mind a két dobds 6-os, feltéve, hogy tudjuk, hogy legaldbb az

egyik dobds 6-0s?

Megoldas

Legyen A esemény az, hogy mindkét dobas hatos, B pedig, hogy legaldbb az egyik hatos. Ekkor
P(AB) g 1

PAIB) = 5, T

1.10. Feladat. 41 milli6 6toslotté-szelvényt toltenek ki egymastol fiiggetleniil. Mennyi a valdszintisége, hogy lesz legaldbb egy
5-0s taldlat?
Megoldas

fliggetlenség

P(legaldbb egy 6tos taldlat lesz a 41M-bdl) = 1 — P(nem lesz 6tos taldlat a 41M-bdl)

)" < ooms

(5) o

1.11. Feladat. 100 érme koziil az egyik hamis (ennek mindkét oldalan fej taldlhatd). Egy érmét véletlenszertien kivalasztva és
azzal 10-szer dobva, 10 fejet kaptunk. Ezen feltétellel mi a val6szindsége, hogy a hamis érmével dobtunk?

=1 — P(egy embernek nem lesz 6tos talélata)‘u'106 =1- <1 -

Megoldas

Jelolje A azt az eseményt, hogy 10 dobésbél 10 fej, B; azt, hogy j6 érmével dobtunk, illetve Bg azt, hogy hamis érmével dobtunk.
Ekkor:

99 10\ /1\"/1\* 1
B - 5 PAB = — — = —
(B1) = 150° (“Al5) (10) (2) (2) 210
1
P(By) = —: P(A|By) =1
(B2) 100° (A Bo)
Alkalmazva a Bayes-tételt:
P(A|By)P(B,) 1 155
P(By|A) = = ~ 0.9118.
P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2) 1o - 2 +1- 15



1.12. Feladat. Egy didk a vizsgan p valdszintiséggel tudja a helyes vélaszt. Amennyiben nem tudja, akkor tippel (az esélye,
hogy eltalélja a helyes vélaszt, ekkor %). Ha helyesen vdlaszolt, mennyi a valdszintisége, hogy tudta a helyes vélaszt?

Megoldas

Jelolje A azt az eseményt, hogy helyesen vilaszolt, By azt, hogy tudta a vélaszt, illetve Bs, hogy nem tudta a vélaszt. Ekkor:

P(By) =p; P(A|By) =1
PB)=1-p  PAIB) =3
Alkalmazva a Bayes-tételt:
P(A|B1)P(B1) L-p 3p

PO = BB P(B) + PABIPB) 1 pt1-(-p)  2p+1

1.13. Feladat. Egy szamitégépes program két fiiggetlen részbdl all. Az egyikben 0, 2, a masikban 0, 3 a hiba valészintisége. Ha
a program hibit jelez, akkor mi a valészintisége, hogy mindkét rész hibds?

Megoldas
Vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket:
e A - aprogram hibét jelez;
e B - egyik rész sem hibds;
e B, - pontosan az egyik rész hibds;

e B3 - mindkét rész hibas.

Ekkor
P(B;) = P(sem az els6, sem a masodik) = (1 —0,2)(1 —0,3) = 0,56 P(A|By) =0
P(B3) = P(pontosan az egyik) = 0,2(1 —0,3) +0,3(1 —0,2) = 0,14 + 0,24 = 0, 38; P(A|By) =1
P(B3) = 0,06; P(A|B;) =1
Alkalmazva a Bayes-tételt:
P(A|Bs)P(B 1-0,06 0,06
P(Bs|A) = (A|B3) P(Bs) ’ = ~0,1364.

(A|B,)P(By) + P(A|B2)P(Bs) + P(A|Bs)P(Bs) 0-0,56+1-0,38+1-0,06 0,44

1.14. Feladat. Egy szdmitGgép processzorit 3 iizemben készitik. 20% eséllyel az elsGben, 30% eséllyel a masodikban és 50%
eséllyel a harmadikban. A garancidlis hibdk val6szinlisége az egyes iizemekben rendre 10%, 4%, illetve 1%. Ha a gépiink
processzora elromlott, akkor mi a valdszintisége, hogy az els6 tizemben késziilt?

Megoldas
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
e A - aprocesszorunk elromlott;
e Bj - aprocesszorunk az elsd tizemben késziilt;
e B - a processzorunk a mésodik iizemben késziilt;

e B3 - aprocesszorunk a harmadik iizemben késziilt.

Ekkor
P(B1) =0,2; P(A|By) = 0,10
P(B3) =0,3; P(A|By) = 0,04
P(Bs) = 0,5; P(A|B3) = 0,01
Alkalmazva a Bayes-tételt:
P(A[B1)P(B1) 0,1-0,2

~ 0, 5405

P(By|A) = _
(Bil4) P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2) + P(A|B3)P(Bs)  0,1-0,2+0,04-0,3+0,01-0,5



2. (3-4 hét) Valoszintiségi valtozo, diszkrét eloszlasok

Elmélet

A kisérletek megfigyelése sordan bekovetkez6 kiilonbozd elemi eseményekhez kiillonbozé szamértékeket rendeliink, példaul a
méréeszkoz dltal mutatott értéket vagy két kocka dobdsakor azoknak az 6sszegét. Ekkor el6fordulhat, hogy két kiilonbozé elemi
eseményhez is rendelhetiink azonos szdmértéket, pl. két kocka dobdsakor a (I és £33 dobdsokhoz is 8-ast rendeliink. Ezt a
hozzarendelést nevezziik valésziniiségi valtozénak, ami tehat egy fiiggvény az elemi események halmazan, és igy szamszertsiti
a kisérlet eredményét.

Definicié (X valészintiségi véltozé eloszlasfiiggvénye). Fx(z) = P(X < z).

Az eloszldsfiiggvény tulajdonsdgai: 0 < Fy(z) < 1;
monoton novo;
balrél folytonos;
lim F(z) =0, lim F(z) = 1.
T—r—00 Tr—r0o0

Allitas Tetszdleges X valészintiségi véltozé esetén P(a < X < b) = F(b) — F(a); P(a < X <b) = F(b+) — F(a+).
Diszkrét eloszlasok:
Definici6 (Diszkrét valészintiségi valtozo). Ertékkészlete legfeljebb megszamlalhatéan végtelen, azaz {1,y T, ...}
elemekbdl 4ll. Eloszldsa: p; := P(X = z;) = P(w : X(w) = ;)

Legyen X és Y diszkrét valGszintiségi valtozék, melyekre p; = P(X = z;) és ¢; = P(Y = y,), ekkor X + Y is
diszkrét valdszintiségi valtoz6, melynek eloszldsa:

PX+Y =2)=%, P(X=2-y,Y =y) =¥, P(X = z— |V = y) P(Y = ).
Amennyiben fenndll, hogy P(X = z;,Y = y;) = piq; V1, j esetén (figgetlenség, részletesen a kovetkezd fejezet-
ben foglalkozunk ezzel), akkor

P(X +Y = Z) = ZyP(X =z — y)P(Y = y) — Z%_‘_yj:zpiqj',
azaz az 0sszegz€s azon p;, q; parokra torténik, melyekhez tartoz6 x; €s y; Osszege éppen z.

Definicié (Diszkrét valoszintiségi valtozo varhato értéke). Jelolése: FX.
Legyen X diszkrét valésziniiségi véltozo, amely az x1,xs,... értékeket veszi fel, py,ps,... valdszintiségekkel, ekkor

o0
EX = Z TPk, ha a végtelen Osszeg abszolit konvergens.
k=1

Legyen X diszkrét valoszintiségi véltozo, melyre p; = P(X = z;), ekkor EX? =37 2;°p;.

Allitas Ha EX és EY véges, a,b € R, akkor
E(aX +b)=aEX +bés
E(X+Y)=EX+EY.

Definicié (X szérdsnégyzete). D?X = E[(X — EX)]?> = EX? — E*°X
Definicié (X szérasa). DX = v D2X

Nevezetes diszkrét eloszlasok:

Név (paraméterek) Ertékek (k) P(X =k) EX D*X
Indikdtor (p) ( = Binomidlis (1,p)) | 0, 1 pF(1 —p)t=F P p(1 —p)
Binomialis (n, p) 0,1,...,n (Z)pk(l —p)nFk np np(l — p)
/\k

Poisson (\) 0,1,... ﬁe_’\ A A

1 1—
Geometriai vagy Pascal (p) 1,2,.. p(1—p)k-t , p2p
(= Negativ binomialis (1, p) )

1—

Negativ binomidlis (1, p) mon+ 1, | (Fhpr—pEn | 2 ! _ )

p p

MY N=IT

Hipergeometriai (N, M, n) 0,1,....,n T nﬁ n—|(1-— ~ 1-— N1




Feladatok

2.1. Feladat. Adjuk meg annak a valdsziniiségi valtozonak az eloszldsat, ami egy hatgyermekes csalddban a fiik szamat adja
meg. (Tegyiik fel, hogy mindig - § a fidk, ill. a lanyok sziiletési valGszintisége.)

Megoldas

Jelolje X valdszintiségi valtozo a fidk szamat. Ekkor a feladat visszatevéses mintavételként kezelhetd, mely paramétereire p = %
és n = 6 teljesiilnek. Amibdl a kivant eloszlas:

k 6—k 6
6 1 1 6 1
P(X=k)= = - — = )
=) ) ) -0 G)
2.2. Feladat. Tegyiik fel, hogy az (j internet-elfizetSk véletlenszer(ien valasztott 20%-a specidlis kedvezményt kap. Mi a
valészintisége, hogy 10 ismerdsiink koziil, akik most fizettek eld, legaldbb négyen részesiilnek a kedvezményben?

Megoldas

Legyen X az a valdszintiségi véltozd, mely megadja a specidlis kedvezményt kapé ismerSseink szamat. Ekkor ez egy olyan
visszatevéses mintavételként kezelhetd feladat, mely paramétereire p = % ésn = 10. Igy pedig

PX>4)=1-P(X <4)=
-6 G +()E G +(R)E G +(3)E) 6]
B 0/\5/) \5 1)\5/ \5 2 )\5/ \5 3)\5/) \5
10 10 10 10 1,10
=1- 410 4 48 471 (=) =~ 0,1209.
(@) (V)= (L)e= ()6 =0
2.3. Feladat. Egy tétel aru 1% selejtet tartalmaz. Hany darabot kell taldlomra kivenniink és megvizsgalnunk, hogy a meg-

vizsgélt darabok kozott legaldbb 0,95 valészintiséggel selejtes is legyen, ha az egyes kivdlasztott darabokat vizsgdlatuk utan
visszatessziik?

Megoldas

Legyen X = a selejtes aruk szdma a vizsgalt darabok kozt. Ekkor

P(X>1)=1-P(X =0)=1—(})-0,01°-0,99" > 0,95 = 0,05 > 0,99" = n > {2555 ~ 298,07 = n > 299.

2.4. Feladat. Dobjunk egy kockaval annyiszor, ahdny fejet dobtunk két szabalyos érmével. Jelolje X a kapott szamok Osszegét.
Adjuk meg X eloszlasat!

Megoldas

Esetszétbontdssal érdemes. Annak a valdszintsége, hogy 0,1,2 fejet dobunk rendre 1/4, 1/2, 1/4. Az 6sszegek 0 és 12 kozé
eshetnek, attdl fiiggéen, hogy hany fejet dobtunk.

start

Lol
NS
IS

0 fej 2 fej 1 fej

\\\ AN
\\

O <—Eo——

P(X=0)=7-1

PX=2)=55+1i 3%

P(X =6) ?%ﬁ%'?’%
X=T)=1"3%

P(X—12)= 1 &

2.5. Feladat. Jelolje X az 6toslotton kihdzott lottészamok legkisebbikét. Adjuk meg X eloszlasat!



Megoldas

Jelentse X = k azt, hogy a legkisebb kihizott szdm k. Ez 1 — 86-ig barmelyik szdm lehet. Ezek alapjan, ha tudjuk, hogy % a
legkisebb:

mert a maradék kihtzott szdm k + 1 és 90 koz€ eshet.

2.6. Feladat. Egy érmével dobva (tth. p a fej valészinilisége), jelolje X az elsd azonosakbdl all6 sorozat hosszat. (Azaz pl., ha a
sorozat FFL..., akkor X = 2.) Adjuk meg X eloszlasat!

Megoldas

Tegyiik fel, hogy k-szor dobtunk egymds utan fejet. Ez akkor lesz pontosan k& hosszi sorozat, ha a k fej utdn kozvetleniil {rast
dobtunk. Ugyanez forditva is kell, hogy teljesiiljon, azaz k irds utdn 1 fej kell. Ezek alapjan az eloszlas:

P(X =k)=p"(1-p)+(1-p)p
2.7. Feladat. Legyenek az X diszkrét valoszinliségi valtozoé értékei —2, 1, 3, a kdvetkezd valdszintiségekkel:

P(-2)=1/2, P(1)=1/3, P(3)=1/6.
Rajzolja fel az F'(z) eloszlasfiiggvényt!

Megoldas
0, ha z < -2
1
1 ha —2<z<1
Fz)=P(X <2)={2 v =
1 ha >3

2.8. Feladat. Tegyiik fel, hogy a 3 valészintiségszamitas gyakorlatra rendre 15, 20, illetve 25 didk jar. Varhatéan mekkora egy
véletlenszertien kivalasztott didk csoportja?

Megoldas

Legyen X a valdszintiségszamitds gyakorlatra jaré didkok szama. Ekkor

P(X =15)=15/60=1/4

P(X =20)=20/60=1/3

P(X =25)=25/60=5/12

Igy a vérhat6 érték EX = 15-1/4+20-1/3 +25-5/12 = (45 4 80 + 125) /12 = 250/12 = 20, 83.

2.9. Feladat. Két kockdval dobunk. Egy ilyen dobast sikeresnek neveziink, ha van 6-os a kapott szdmok kozott. Varhatéan hany
sikeres dobdsunk lesz n probéalkozasbo1?

Megoldas
Legyen X a sikeres dobdsok szdma az n dobasbo6l. Ekkor X egy p paraméterti binomidlis eloszlast kovet, melyre p = :1,)% a
sikeres dobds val6sziniisége. fgy X varhat6 értéke EX = np, azaz varhatéan %n sikeres dobdsunk lesz.

2.10. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy dobozban van 2N kértyalap, melyek koziil kettdn 1-es, kettdn 2-es szdm van és igy tovabb.
Valasszunk ki véletlenszerlien m lapot. Varhatéan hany par marad a dobozban?

Megoldas

Legyen X; annak az indikatora, hogy mindkét ¢ feliratd lap bent marad az m lap kivétele utan, azaz

_J 1, hamindkét feliratd lap bent marad
" 10, kiilonben.

Ekkor

(28-2) n
p=PX;=1)=F%". (Legyen(k> =0, han < k)

)

Legyen X a dobozban maradt parok szdma az m lap kivétele utdn. Ekkor X = X; + X5 + - - - 4+ X, melynek vérhat6 értéke

(2N —m)(2N — 1 —m)

(2N—2)
EX=EX1+EXy;+---+EXy=Np=N =
1+ 2+t N D 22N — 1)

&)




2.11. Feladat. Mennyi az 6toslottén kihizott
a) szamok Osszegének varhat6 értéke?
b) paros szimok szdmdanak varhato értéke?
Megoldas

a) Egy hizdsndl a varhat6 érték 1+ g5 +2- g5 + -+ + 90 g5 = 332490 — 45 5. Ot szam kihizésa esetén pedig az Osszeg
varhat6 értéke 5 - 45,5 = 227, 5.

b) A lott6n kihidzott (paros és paratlan) szamok szdmdnak varhato értéke 5, azaz F/(pdrosak szdma) + E (pdratlanok szdma) =
5. Mivel ugyanannyi péros és pératlan szdm koziil véalaszthatunk, igy E(pdrosak szdma) = E(pératlanok szdma). Ez viszont
csak akkor teljesiilhet, ha a E/(pdrosak szdma) = 2, 5.

Mas megoldds: Jelolje X a kihtzott paros szamok darabszamat. Ekkor X hipergeometrikus eloszlast kovet N = 90, K = 45

K 45
S =5 Sterekkel, igy EX = m— =5— = 2.5.
ésm paraméterekkel, igy mas 9

2.12. Feladat. Egy biikkosben a biikkmagoncok négyzetméterenkénti szdma Poisson-eloszldsd, A = 2,5 db / m? paraméterrel.
Mi a valészintisége annak, hogy egy 1 m?2-es mintaban

a) legfeljebb egy, ill.
b) tobb, mint hdrom magoncot taldlunk?
¢) Adja meg a magoncok szdmanak varhat6 értékét és szordsat!
Megoldas
Legyen X a bilkkmagoncok négyzetméterenkénti szama. Ekkor X ~ Poisson(\), ahol A = 2, 5.
Q) PX<1)=PX=0+PX=1)=1-e254+25-¢2°=(1+2,5)e 25~ 0,287.
b) P(X>3)=1-P(X<3)=1-(P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)+P(X =3))=1—(1-e25+2,5-¢ 2% +

g cem25 ? . 67275) =1 (1 +2,5+ 2,252 4 %) e~ 25 o 0, 242.

¢) EX=X=25 DX =V\A=+2,5~1,58.

2.13. Feladat. Egy adott teriiletrdl szarmazd talajmintdkban a spérak szdma Poisson-eloszldsd. A mintdk harmaddban egyaltalan
nincs spéra. Mi a valészinlisége annak, hogy egy mintdban a spérdk szdma egynél tobb? Mekkora a spordk szamanak varhaté
értéke és szordsa?

Megoldas

Legyen X a spérdk szdma a vizsgdlt mintdban. Ekkor X ~ Poisson(\).
1

P(X=0)=e*=1igyA= —lng =1n3 =~ 1,099.

PX>1)=1-PX<1)=1-(P(X=0+P(X=1))=1—(1-e ™34 In3.e"3)x0,3.
EX =A=In3é DX =In3~ 1,048.



3. (5-6 hét) Abszlit folytonos eloszlasok, fiiggetlenség, egyenlotlenségek, aszimptoti-
kus tulajdonsagok)

Elmélet

Abszolit folytonos eloszlasok:

Definicié (Abszolit folytonos valészintiségi valtozé). Halétezik olyan f(z) fiiggvény, amelyre F(z) = [ f(t)dt.

Ilyenkor f(x)-et strtiségfiiggvénynek hivjuk. (Megjegyzés: Az f siirliségfiiggvény 1étezéséhez sziikséges (de nem

elégséges), hogy F folytonos legyen (azaz P(X = x) =0 Va-re).)

Tétel. Legyen X abszoliit folytonos eloszldsi. Ekkor f(x) = F'(z); f(z) > 0; [ f(z)de=1; P(X =x2) =0
—0o0

Vx-re;
Pla< X <b)=Pla< X <b)=F(b) — F(a).

2

Definicié (Varhat6 érték). Legyen X abszolit folytonos valdszintiségi valtozé f(z) stirtiségfiiggvénnyel, ekkor

EX = [ zf(x)dz, ha az integrdl létezik.

Nevezetes abszoliit folytonos eloszlasok:

Név (paraméterek) Ertékek Eloszlasfiiggvény (F) Strtiségfliggvény (f) EX D?’X
1 2
Standard normalis —00, 00 ®(x) = tablazatban ——e 2 z€R 0 1
(0,00 | 0) T
N(0,1)
1 (x—m)2
Normélis N(m, o2) (—00,00) | visszavezethets ®(x)-re e 202 z€eR m o?
V2ro
0 hazx <a 1 )
- hae <z <b b b—
Egyenletes E|[a, b] [a, b] Zz ¢ haa<u <b b—a @=T= @t (b—a)
—a 0 kiilénben 2 12
1 hab <z
1—e™ haz>0 Ae ™™ hax >0 1 1
Exponencidlis Exp(A 0,00 - - - —
P POV | (0,00) {O kiilonben {0 kiilonben A2
1
. . — X% le=? hag >0 « o
Gamma I'(«, A) (0, 00) nincs zért elemi képlet ['(a) - -
e A A2
0 kiilénben
Normdlis eloszlds standardizaldsa: Legyen X ~ N (m, 02), ekkor —— N (0,1).
o
Fiiggetlenség:
Definicié (Valészintiségi valtozok fiiggetlesége). Az X1, Xo, ... X, valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek, ha barmely I, I, ..., I,

intervallumra P(X; € I1,..., X, € I,) = [[\-, P(X; € I,)
Megjegyzés: Fiiggetlen valoszintségi véltozok fiiggvényei is fiiggetlenek lesznek.

Tétel (Valoszintiségi véltozok fiiggetlensége). (i) Az X1, X, ... X, valdsziniségi vdltozok pontosan akkor fiiggetlenek, ha
egyiittes eloszldsfiiggvényiik megegyezik eloszldsfiiggvényeik szorzatdval, azaz Fx (x) =[], Fx, (z;) Va-re.
(ii) Az X1, Xo, ... X, diszkrét valdsziniiségi vdltozok pontosan akkor fiiggetlenek, ha
P(Xy=w1,..., X, = z,) =[[1, P(X; = x;) Va-re.
(iii) Az X1, Xo, ... X, abszoliit folytonos valosziniiségi vdltozok pontosan akkor fiiggetlenek ha

fx) =TT fx, (i) Vag-re.
Definici6 (X és Y kovariancidja). cov(X,Y) = E(XY)—- EXEY

cov(X,Y)

Definicié (X és Y korreldcidja). R(X,Y) = DXDY

Ha X és Y fiiggetlenek = cov(X,Y’) = 0, de forditva nem igaz.
D%*(aX +b) =a’D?*X, D* X +Y)=D?*X)+ D*(Y)+2cov(X,Y)

Egyenlotlenségek:

10



Tétel (Markov-egyenlStlenség). Legyen g : R — R monoton nivd pozitiv fiiggvény, X > 0 valdsziniiségi vdltozd, melyre
EX < oo ése > 0 tetszbleges. Ekkor

P(X >2) <

Spec., ha g(x) = x, akkor

P(X>e)< —
g

Tétel (Csebisev-egyenlStlenség). Legyen X tetszbleges valdsziniiségi viltozo, melyre D2 X < oo és € > 0 tetszbleges. Ekkor

l)2
P(X - EX|2¢) <

Aszimptotikus tulajdonsagok:
Tétel (Nagy szamok torvénye (NSZT)). Legyenek X1, Xo, ... i.i.d. valdszindiségi vdltozok, F X1 = m < oo. Ekkor

)(1‘+~-- +’)(n n—oo
—_— —m
n

1 valésziniiséggel.

Tétel (Centrilis hatdreloszlas tétel (CHT)). Legyenek X1, Xo, ... i.id. valdsziniiségi vdltozok, EX, = m, D*X; = 0% < oo.
Ekkor

Xi+...+ X, —nm noeo

—

V/no

p Xl—i-...—i-Xn—nTrL<$ n—>*o>o©(x)
Vno

N(0,1) gyengén,

azaz

Feladatok

3.1. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy szamitégép meghibasodasi id6pontja 0 és 10 év kozott van és itt geometriai modellel irhaté
le. Hatdarozzuk meg a jelenség eloszlasfiiggvényét!

Megoldas

Legyen a & valdsziniiségi vdltozé a meghibdsodds idépontja, azaz & a [0,10] intervallumbdl veheti fel értékeit. Ekkor P(§ <
0) = 0, mivel a meghibdsodds idépontja nem lehet negatitv. Hasonléan P(§ < 10) = 1, mivel a szdmitégép 10 éven til nem
iizemelhet. Ha viszont 0 < x < 10, akkor P(§ < x) = &, mivel a meghibdsodds valdsziniisége ardnyos a szakasz hosszdval.

10°
0 ha <0
Ekkor az eloszldsfiiggvény a kovetkezd alakii: F(x) = P(§ <x) = i ha 0 <z <10
1 ha 10<x

Az ilyen eloszldsfiiggvényii valdsziniiségi vdltozot egyenletes eloszldsiinak nevezziik a [0, 10] intervallumon.

3.2. Feladat. Legyen 0 < Y < 3 val6sziniiségi véltozé. Eloszlasfiiggvénye ezen az intervallumon F(z) = cz3 . Mennyi c és
P(-1<Y <1)?

Megoldas

Mivel Y < 3, igy P(Y = 3) = 0, tehdt F(x) folytonos az x = 3 pontban. Az eloszldsfiiggvénynek monoton novekedének kell
lennie és legfeljebb 1 lehet, vagyis c pozitiv lehet csak és x = 3-ban mdr 1, vagyis

1
1= max cx®=¢-33=27c = c=—.
z€(0,3] 27
1
Tudjuk, hogy —1-ben az eloszldsfiiggvény 0-dt vesz fel, emiatt P(—1 <Y < 1) = F(1) — F(-1) = 77 0.

3.3. Feladat. Legyen X egy abszolit folytonos valGszintiségi véltozé a [0, ¢] intervallumon, siiriségfiiggvénye:

1
@) = §m2, ha 0<z<c

0, ha x <0 vagy = > c.

Hatdrozza meg c-t és X eloszlasfiiggvényét!

11



Megoldas

/ 1787° 16
Mivel a siiriiségfiiggvény integrdlja = 1 a [0, c] intervallumon, igy 1 = / —t?dt = 3 [} = §%, amibdl ¢ = 3.
0
0

o

Felhaszndlva, hogy az eloszldsfiiggvény a siiriiségfiiggvény integrdlja:

z 0, ha <0
F()*/lf?dt— 1877 _ o 0<2<3, igyFlz)=PX <z)= z?
=173 “ 93], 27 TS0, 18y 1'(%) = x)= 97 ha 0 <x <3
0 1, ha >3

3.4. Feladat. Az X val6sziniiségi véltozo a [0, | intervallumon veszi fel értékeit és ott siriségfiiggvénye 4e~2%. Hatdrozzuk
meg c értékét és annak valGszinfiségét, hogy 1 < X < £!

Megoldas

Mivel az eloszldsfiiggvény a stiriiségfiiggvény integrdlja, igy

T
—2t

F(z) = /46_2t dt = {624] =272 42 0<z<e,
0

és F'(c) = 1-bdl kivetkezik, hogy

2e7*+2=1
6726—1
2
*QCZIH}
2
—2c=—1n2
In(2
azaz ¢ = %) ~ 0, 35.

1 1 1 1 a1 2

3.5. Feladat. Véletlenszeriien vilasztunk egy pontot az 2 +y* < 1 kor belsejében. Jeldlje Z a tdvolsdgat a kozépponttdl. Adjuk
meg Z eloszlas- és stirliségfiiggvényét valamint varhat6 értékét!

Megoldas
Legyen Z a kozépponttdl vald tdvolsdg. Ekkor 0 < Z < 1,igyint F(r) = P(Z <r) = ;2—’; =72, igy
0, har<O0
F(iry=< 72, ha0<r<1
1, hal<r

Ebbél derivdldssal adédik, hogy f(r) = F'(r) = 2r a [0, 1]-en, igy

£r) = 0, har<0ésr>1
Tl 2r, haO<r<1

1
3 1
EZ:/T-Qrdr:[%] :2.
31y 3
0

3.6. Feladat. Legyen X siir(iségfiiggvénye % ha z > 1, és 0 kiilonben.
X
a) ¢ =7
b) EX =7

Megoldas

12



t

oo
t
, c ) c ) c . c c c ¢
a)Mlvell:/gdz:tlggo mzldz—tlggb[ 3 ] = lim [_3.153—_3.13 :O+§:§
1 1

©0 oo
egyszeriibb jeloléssel: 1 = / Cdr= || = , igy kovetkezik, hogy c = 3.
x4 -3 a3
1

T3 3 1%
b) EX:/xgdx: [2.w2]1 =1,5
1

3.7. Feladat. Tapasztalatok szerint az Gt hossza, amit egy bizonyos tipusi robogé megtesz az elsé meghibdsodasdig exponen-
cidlis eloszlasu valdszintiségi valtoz6. Ez a tavolsag atlagosan 6000 km. Mi a valészinfisége annak, hogy egy véletlenszertien
kivélasztott robogd

a) kevesebb, mint 4000 km megtétele utdn meghibdsodik?
b) tobb, mint 6500 km megtétele utin hibasodik meg?
¢) 4000 km-nél tobb, de 6000 km-nél kevesebb 1t megtétele utan hibasodik meg?
d) Legfeljebb mekkora utat tesz meg az elsé meghibdsoddsig a robogdk leghamarabb meghibdsodé 20%-a?
Megoldas
1

Legyen X az elsd meghibdsoddsig megtett iit. Ekkor X ~ Exp()\), ahol A = 000"

a) P(X < 4000) = 1 — e~ o00040%0 ~ ), 4866

b) P(X > 6500) = 1 — P(X < 6500) = e~ 50006500 ~ 0, 3385

¢) P(4000 < X < 6000) = P(X < 6000) — P(X < 4000) = 1 — e~ 80006000 _ (1 — ¢~ 50004000} (), 1455
d) 0,2=P(X <¢)=1—e om° azaz 0,8 = e~ w0°, amib6l ¢ = —60001n(0, 8) ~ 1338, 86.

3.8. Feladat. Egy tehén napi tejhozamat normadlis eloszdsu valészintiségi valtozoval, m = 22, 1 liter varhato értekkel éso = 1,5
liter szorassal, modellezziik.

a) Mi annak a valdszintisége, hogy egy adott napon a tejhozam 23 és 25 liter kozé esik?
b) Mekkora valdsziniiséggel esik a napi tejhozam m — o es m + o k6z€?

(®(0,6) =0,7257,9(1,93) = 0,9732, &(1) = 0, 8413)

Megoldas

Legyen X a napi tejhozam. Ekkor X ~ N(22,1;1,52).

a) P(23 < X < 25) = P(X < 25)—P(X < 23) = P (¥=m < 25-m)_p(X < 23) = P (X;?;J < 25;7252»1) ~P(X <
23) = & (%) —® (%) — ®(1,93) — ®(0,6) = 0,9732 — 0, 7257 = 0, 2475.

b) Plm—o<X <m+0)=P(X <m+0)—P(X <m—0) = (%) ~® (M) = ®(1) - B(—1) =
B(1) — (1—®(1) =28(1) — 1 =2-0,8413 — 1 = 0, 6326.

3.9. Feladat. Mennyi garancidt adjunk, ha azt szeretnénk, hogy termékeink legfeljebb 10%-ét kelljen garanciaidén beliil javitani,
ha a késziilék élettartama 10 év varhat6 értékii és 2 év szérdsu normadlis eloszldssal kozelithetd.

Megoldas

Legyen X egy termék meghibdsoddsdnak ideje. Ekkor X ~ N(10,22)

X—-10 c¢—10 c—10
1=P(X =P =0
01 =P <o =P (5 < S0 —a (S0

c=2-710,1) +10=2-(—07(0,9)) + 10 = —2- 1,28 + 10 = 7,44.

Standard normdslis eloszds eloszldsfiiggvényének értékei: \http://www.cs.elte.hu/~kovacsa/stdnormelo.pdf
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3.10. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy populdciéban az intelligenciahdnyados (IQ) normalis eloszlasu 110 vérhat6 értékkel és 10
szordssal. Mi a valészintisége, hogy egy véletlenszer(ien kivalasztott ember 1Q-ja 120 feletti?
/®(1) =0,8413/

Megoldas
Legyen X egy véletlenszertien kivdlasztott ember 1Q-ja. Ekkor X ~ N(110,10?).

X —110

P(X>120):1—P(X<120):1—P< T

<1) =1-®(1)=1-0,8413 ~ 16%

3.11. Feladat. Legyen X stirtiségfiiggvénye % ha 1l < z, és 0 kiilonben. Mi a ¢ konstans értéke és mennyi D2X?
x

Megoldas

Mivel E(g(z)) = / g9(z)f(x) dz, igy

3 _ _1700
EX? = /ac Fdx—/?)m *dz = [-3x IL =0—-(-3)=3
1 1

2
D2XEX2E2X3<§> :%

3.12. Feladat. Legyen X egyenletes eloszldst az [1, 4] intervallumon Szamitsuk ki (X — 1)? varhat6 értékét!
Megoldas
Ha X ~ Egyenletes[1,4], akkor Y = X — 1 ~ Egyenletes|0, 3]. Ekkor
3 .
1 1[437°
E(X—1)2:EY2:/y27dy:7 Yl =3
3 3 0
0

Mds megoldas:

3-0)2 (0+3\° 3 9
EX -1)?=D*X -1 EQX—lz( =242 =
( ) ( )+ E*( ) ot 11 3

3.13. Feladat. Legyen X ésY fiiggetlen valoszintiségi valtozok mindkettd 0 varhato értékkel és 1 szorassal. Legyen W = X Y.
Szamitsa ki W védrhat6 értékét és szordsat!

Megoldas

EW = EX — EY =0és DW = v/D2X + D2Y = /2

3.14. Feladat. Adjon meg véges sok értéket felvehetd (X) ill. végtelen sok értéket felvehetd (V) diszkrét valdszintiségi valto-
z6kat melyeknek szérdsa 1!

Megoldas

Példdul: Legyen P(X = —1) = 3, P(X =1) = { ill. Y ~ Poisson(1).
3.15. Feladat. Legyen X ~ N(2, f 5)ésY ~ N(5,3?) fiiggetlenek és legyen W = 3X — 2Y + 1. Szémitsa ki
a) EW-t és D?W-t, ill.

b) P(W < 6)-o!

(@(1) = 0,8413)
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Megoldas
a) EW =3EX —2EY +1=6—-104+1=-3 és
D2W = D?*(3X —2Y) = D?(3X) + D?(—2Y) = 32D%X + (=2)2D?Y = 9D?X +4D?Y = 45+ 36 = 81
b) Mivel fiiggetlen normalis eloszldsii valdsziniiségii vdltozok dsszege is normalis eloszldsi, és 3X ~ N(6, 32 - \/52) tovdbbd
—2Y ~ N(—10, (=2)*- 32), igy W ~ N(—3,92).
W—-(=3) _6-(=3)
<
9 9

P(W < 6) :P( = ®(1) = 0,8413
3.16. Feladat. Legyen X egy véges szdrasu valosziniliségi valtozo és legyen a, b € R.

a) Mutassa meg, hogy aX + b és X kovariancidja egyenl$ a-szor X szérasnégyzetével!

b) Szémolja ki a X + b és X korreldcidjat (a # 0)!

Megoldas
a)
cov(aX + b, X) = cov(aX, X) + cov(b, X) = acov(X, X) = aD*(X)
b)
cov(aX +b,X) aD?*X 1, ha a>0
corr(aX +b,X) = = =
( ) D(aX +b)DX  a2DXDX —1, ha a<0

3.17. Feladat. Legyen X és Y fiiggetlen val6szintiségi valtozok, melyre D?X < oo és D?Y < oo.
a) Mutassa meg, hogy X + Y és X kovariancidja egyenlé X szérdsnégyzetével!
b) Szdmolja ki X + Y és X korreldci6jat!

Megoldas
a)
cov(X+Y,X)=FBE(X+Y)X -BE(X+Y)EX =FEX?+E(YX)-E’X-EYEX =
=EX? - F*X +E(YX) - EYEX = cov(X, X) + cov(Y, X) = D*(X)
b)

cov(X +Y,X) D*X B DX
DX +Y)DX D2X +D?YDX D2?X + D?Y
3.18. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy tabla csokolddé tomege normalis eloszldst 100g varhat6 értékkel és 3g szérdssal. Legaldbb

hény csokolddét csomagoljunk egy dobozba, hogy a dobozban levé tédbldk atlagos tomege legalabb 0,9 valdsziniséggel nagyobb
legyen 99,5 g-ndl, ha feltételezziik, hogy az egyes tdbldk tdmege egymadstdl fiiggetlen? (®(1,28) = 0,8997)

Megoldas
Legyen X egy tdbla csokolddé tomege, X ~ N(100,32). Ekkor n tdbla csokolddé dtlagos tomege X ~ N (100, %), mivel

=1

corr(X+Y,X) =

n? n? n

6 6

n

0,9:P(X>99,5):1—P(X<99,5):1—P(X3w0 < W) :1—@(——ﬁ) :@(ﬁ>
Mivel tudjuk, hogy ®(1,28) = 0,8997 ~ 0,9, igy 1,28 = %. Ebbél kivetkezik, hogy n = (6 - 1,28)? = 58,9, azaz legaldbb 59
csokit kell egy dobozba csomagolni.

3.19. Feladat. Egy scannelt kép atlagos mérete 600KB, 100KB szérassal. Mi a valészintisége, hogy 80 ilyen kép egyiittesen 47
és 48MB kozotti tarhelyet foglal el, ha feltételezziik, hogy a képek mérete egymadstdl fiiggetlen?

(®(1,12) = 0,8686)

Megoldas

Jelolje X egy kép eloszldsdt p = 600KB vdrhato értékkel és 0 = 100KB szordssal. Legyen S, n db ilyen valdsziniiségi vdltozo
osszege (n = 80). A centrdlis hatdreloszlds tétel szerint

W%Zhan%oq ahol Z ~ N(0,1).

Tehdt

47000 — 80 - 600 _ S, — 48000 — 80 - 600
P(47000 < S, < 48000) = P ( < < > ~

V80-100  ~ no T /80-100
~ P(—1,12< Z <0) = ®(0) — ®(—1,12) = 0,5 — (1 — ®(1,12)) = 0,5 — (1 — 0,8686) = 0, 3686 = 36,9%
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szorasu ideig toltddnek.

a) Mi a valészinfisége, hogy a teljes frissités lezajlik 12 percen beliil?

b) A cég a kovetkezd frissitésnél azt igéri, hogy az mar 95% valészintiséggel 10 percen beliil betoltédik. Hany file-bél dllhat ez
a frissités?

(®(2,42) = 0,992, ®(1,645) = 0, 95)

Megoldas

Legyen X egy fdjl telepitési ideje pn = 10 mp vdrhato értékkel és o = 2 mp szordssal. Jelolje S,, n db fdjl telepitési idejének az
Osszegét (n = 68).
a) Haszndlva a Centrdlis Hatdreloszlds Tételt,

S, —nu 720 — 680

P(teljes frissités lezajlik 12 percen beliil) = P(S,, < 720) = P < ~ ®(2,42) = 99, 2%
(eles jik 12 )= Pls, < 120) = p (Z 200 R0 0o, a2) - 00,20
b)

Sn — 600 — 10 600 — 10

0,95 = P(S, < 600) = P R "Nro (20
Jno 2/n 2vn

—1

Mivel tudjuk, hogy ®(1,645) = 0,95, igy 1,645 = %, vagyis

3,29v/n =600 — 10n /[y :=+/n
3,29y = 600 — 10>
10y% + 3,29y — 600 = 0
— Y1 = 7,58,y = 7,91
y=vn>0=+n="758

Igy kovetkezik, hogy n = 57,51, azaz legfeljebb 57 fdjlbdl dllhat a frissités.

3.21. Feladat. Legyen egy X pozitiv valészintiségi valtozé véarhat6 értéke EX = 3 és szérdsa DX = 3. Szamitsuk ki, hogy
legfeljebb mekkora valészintiséggel vesz fel a valtozé 13-at vagy anndl nagyobb értéket! Mennyi a valészintiség pontos értéke,
ha feltessziik, hogy az eloszlas exponencidlis?

Megoldas
EX 3
Markov-egyenlbtlenséggel: P(X > 13) < 3 - 13 ~ 0,23
A Csebisev-egyenlitlenséget € = 10 értékre haszndlva
D?X 9
P(X>13)=P(X-3>13-3)=P(X—-3>10)<P(|X-3]>10) < 02 = m:0,09

Ha X exponencidlis eloszldsi, akkor eloszldsfiiggvénye F(x) = 1 — e 3%, igy

oz

P(X>13)=1-P(X<13)=1-(1—¢ %) =¢"5 =0,013

3.22. Feladat. Egy elektromos vezetékgyarté cég 40 m-es vezetékeket gyart 0,2 m szordssal. Legfeljebb mennyi annak a
valdszinfisége, hogy a vezeték hossza legalabb 1 m-rel eltér a varhat6 40 m-es értékt61?

Megoldas
A Csebisev-egyenlitlenséget € = 1 értékre haszndlva

D2X 0,22
PRERRT =0,04

P(IX — 40/ > 1) <

Vagyis legfeljebb 0,04 annak a valosziniisége, hogy a vezeték rovidebb, mint 39 m ill. hosszabb, mint 41 m.



4. (7-8 hét) Leiro statisztikak, statisztikai alapfogalmak: becslések (maximum like-
lihood, momentum)

Elmélet

Definicié (Minta). X, ..., X,, valészinliségi véltozo sorozat. A tovébbiakban feltessziik, hogy fiiggetlenek és azonos eloszldsu-
ak. Realizdcidja: x1, ..., T,

Definicié (Statisztika). A minta valamely fiiggvénye, pl.:

1 &
Mintadtlag v. dtlag: X = — Z X;
i

1 o —
Tapasztalati szords: Sy, = , | — Z(Xl — X)2 (az dtlagtdl valo dtlagos abszoliit eltérés)
n
i=1

1 -
Korrigdlt tapasztalati szords: S), = 1 g (X —X)?
n—
i=1

.. S, S,
Szordsi egyiitthato (vagy relativ szords): V = — = %100% (az dtlagtol valo dtlagos eltérés szdzalékban)

/megjegyzés: lehet a korrigdlt tapasztalati szordssal szamolni/

1 o= o
k-adik tapasztalati momentum (k > 1,k € Z): my = — E Xf
n
i=1

Tapasztalati modusz: a legtobbszor eldfordulo érték

Rendezett minta: X{ < ... < X a mintaelemek nem csokkend sorrendben

Xn+Xn

. ., . , +1 .
Tapasztalati medidn: X, ., han pdratlan és —2 5 ha n pdros
2

Terjedelem: R = X — X7 (legnagyobb — legkisebb mintaelem)
z-kvantilis: q, = inf{x : F(x) > z}. Ha F invertdlhatd, akkor q, = F~1(2).
Tapasztalati z-kvantilis: q, értelmezése: a mintaelemek z-ed része legfeljebb a q,, (1 —z)-ed része pedig legaldbb a q., értéket
veszi fel (0 < z < 1); sokféleképpen szdmolhato, pl. interpoldcios modszerrel: el6szor
megdllapitjuk a sorszdmot: (n+ 1)z = e+t (e: egészrész, t: tortrész), majd kiszdmoljuk a
z-kvantilist: q. = X7 + (X} — X)).
Kvartilisek: Specidlis kvantilisek, also (vagy elsd) kvartilis: Q1 = qu,
medidn: Qs = qL,
felsé (vagy harmadik) kvartilis: Q3 = qs
Interkvartilis terjedelem: IQR = qs —q1 = Q3 — Q1

1 n
Tapasztalati eloszldsfiggvény: F,(x) = — g I(X; <)
n
i=1

1 haX, <z
ahol I(X; < x) = indikdtor fliggvén
( ) { 0 haX, > fiiggvény

Tétel (Glivenko-Cantelli). Az F,,(x) tapasztalati eloszldsfiggvény és az F(x) elméleti eloszldsfiggvény kozotti eltérés maximu-
ma 1 valdsziniiséggelen 0-hoz konvergdl, ami azt jelenti, hogy elég nagy minta esetén F, (x) éréke minden x-re tetszbleges kozel
van F(x) értékéhez és n-et ndvelve mindeniitt annak kozelében marad.

Definicié (Boxplot).

— ] -

A

B C D E F

A =max{z},Q1 — 1,5- IQR}, B =Qy, C = Qo D = Qs E =min{z},Qs +1,5- IQR}
F: kieso értékek, azokat tintetjiik fel pontokként, amik A-n vagy E-n kivilre esnek
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Legyenek X1, Xa, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszldsii valdsziniiségi vdltozok (minta) egy 9 paraméterrel és legyen
X = (X1,Xs,...,X,). Abecslés a minta eloszldsdnak ismeretlen paraméterét kizeliti a minta segitségével.

Definicié (Torzitatlan becslés). A ¢ valés paraméter T'(X) becslése torzitatlan, ha £ (T (X)) = o
minden ¢ paraméterértékre.

:]3

Definicié (Likelihood fiiggvény). L(¢;x) = fy(x) = [] fo(x:), ha az eloszlés abszolt folytonos

=1

L(¥;x) = Py(X =x) = [[ Po(X; = x;), ha az eloszlds diszkrét
i=1

Definicié (Log-likelihood fiiggvény). 1(¥;x) = In(L(9; %))

Paraméterbecslési modszerek:

Maximum likelihood mddszer (ML-modszer):

Azt a paraméterértéket keressiik, ahol a likelihood fiiggvény a legnagyobb értéket veszi fel (azaz diszkrét esetben az

ismeretlen paraméter azon értéket keressiik, amely mellett a bekovetkezett eredmény maximdlis valosziniiségii): max
T

L(¥;x). Ez nyilvdin megegyezik azzal a paraméterértékkel, ahol a log-likelihood fiiggvény veszi fel a legnagyobb
értéket, azaz: max 1(9; x).
Amennyiben a fiiggvény derivdlhaté ¥ szerint, akkor a maximumot kereshetjiik a szokdsos mddon, a derivdltak
segitségével, azonban a feladatunkat jelentésen megneheziti, hogy olyan n-szeres szorzatot kellene derivdlni, ame-
lyiknek minden tagjdban ott van az a vdltozo, ami szerint derivdlnunk kellene. Ezért likelihood fiiggvény helyett a
log-likelihood fiiggvény maximumhelyét keressiik.
Ha ¥ 1 dimenzids, akkor 0gl(0,x) = 0, mig ha 0 = (¥4, ...,9,) p dimenzids, akkor Oy,1(¥,x) = 0 megolddsdbdl
kapjuk a becslést. (A mdsodik derivdltak segitségével ellendrizzik, hogy valoban maximum.)

Tétel (ML-becslés invarians tulajdonsaga). Ha ¥ ML-becslése ¥, akkor tetszbleges g fliggvény esetén g()) ML-
becslése g(v).

Momentum modszer:

A mintdbol szdmithato tapasztalati momentumokat (m; := % > j x; ) egyenlové tessziik az elméleti momentumokkal
(M;(9) := EyX"), mégpedig annyit, amennyibdl a paramétereket meg tudjuk hatdrozni. p darab ismeretlen pa-
raméter esetén tipikusan p ismeretlenes egyenletrendszert oldunk meg 9-ra: M (¥9) = mq,... Mp(9) = m,
(megjegyzés: m; = )

Feladatok

4.1. Feladat. Legyen X, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasu val6szinliségi valtozok m varhaté értékkel. Célunk az ismeretlen
m paraméter becslése. Tekintsiik az aldbbi statisztikdkat és dllapitsuk meg, hogy melyek torzitatlanok! Amelyik nem torzitatlan,
hogyan tudnank torzitatlannd tenni?

Ti(X)=Xs, Ta(X)= w,
Megoldas

E(T1(X)) = E(Xs) = m, igy T4 torzitatlan
E(Ty(X)) = E (Xg + X19> _ B(Xo) + E(X19) _ 2m

9
5 5 = 5 igy Ty nem torzitatlan, viszont ng mdr igen

— 1
E(T3(X))=E(X)=F ( P E(XZ)) = m, igy T torzitatlan
n

4.2. Feladat. Adjon torzitatlan becslést a fiiggetlen, azonos E[0, 9] eloszldsi X7, ..., X,, minta ¢ paraméterére a mintadtlag
segitségével!

Megoldas

Mivel X1, ..., X, ~ E[0,9), igy E(X;) = 5. Ekkor E(X) = 2E (37, X;) = 2E(Xy) = 3, tehdt E(2X) = 9, vagyis 2X

torzitatlan becslése I-nak.
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4.3. Feladat. Legyen az alabbi gyakorisagi tdbla egy 20 elem{ minta, a kovetkezé diszkrét eloszlasbol:
P(X;=-1)=¢,P(X; =1) =3¢,P(X; =2) =1 —4c (i = 1,...20 és c az ismeretlen paraméter, 0 < ¢ < 1).

érték 1] 1|2
gyakorisdg | 4 | 10 | 6

Hatidrozza meg ¢ ML-becslését és c becslését a momentum modszerrel!
Megoldas
¢ ML-becslése:

L(c,x) = P(X1 =1,...,Xo0 = ¥20) = 04(30)10(1 - 4‘3)6

InL(c,x) =41In(c) + 10In (3¢) + 61n (1 — 4c¢)

4 10 6-4
InL ==
(ink(e,x))e c+ c 1—4dec

Atrendezve a (InL(c, x))/C = 0 egyenletet, kapjuk, hogy

14 24
¢ 1—4dc
14(1 — 4c) — 24c = 0
14 = 80c
igy ¢ = T 2 Ez valéban maximum, mivel (InL(c,x))" -t kiértékelve a ¢ helyen (InL(c;x))" = _ %6 < 0.
40 120 ’ e e 2 (1—4¢)?

¢ becslése momentum-maodszerrel:

1
Mi(c)=EX =-1-¢c+1-3c+2-(1—4c)=2-6c, m;=—(-1-4+1-104+2-6)=0,9

~ 20
2-0,9 11 22
igy az M1(c) = my egyenletet c-re megoldva kapjuk, hogy ¢ = 5 = 50 = 120
4.4. Feladat. Legyenek X, X5, ..., X,, fliggetlen azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok az aldbbi eloszldsokbdl. Szamolja

ki az ismeretlen paraméter ML-becslését!

a) Bin(m, p) binomidlis eloszlds, ahol m € N adott és p a paraméter
b) Exp()\) exponencidlis eloszlds

¢) N(u, 0?) normdlis eloszlds, ahol o € N adott és y a paraméter

Megoldas
(Tovdbbd lehet, hogy érdemes megjegyezni, hogy az * = m eset kiilon meggondoldst igényel.)

a)
Lonp) = [T (M) =pms o=010m)
k=1

InL(m,p;x) = Zln (m) + lanxk +1In(1 —p) Z(m — k)

T

k=1 k=1 k=1
(InL( ) IZ T zn:( ) 1zn: + -t Z Ly =L 7)
nL(m,p;x)), = — Y T +-— m—xp) = — xp +—— | nm— k| = -nT+ —— (nm —nT
g P4 1_pk:1 P33 L=p k=1 p L=p

Atrendezve a (InL(m, p; X)); = 0 egyenletet, kapjuk, hogy

T+ _1( T) =0

nx 17pnm nr) —=
T mffi
p 1-p

T—pT —pm+px =0
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Y e _ =

—. Ez valéban maximum, mivel (lnL(m,p)) -t kiértékelve a p helyen (InL(m, p;x ))” = 7;:0 + (nl(m )250) =
m p -p
+

D
(5t i) <©

=[[re ™ (2 >0)
k=1
InL(\; x) Zln)\e m—ZlnAJere Ak — pIn \ — )\Zxk:nln)\ AnT

(InL(X\; %)) f—Zxk—f—nx

p - 1
Atrendezve a (InL()\; %))y, = 0 egyenletet, kapjuk, hogy \ = < Ez valéban maximum, mivel (InL()\))} = —% <0.
c)

n

H EEC ( 1 )” 5k X’
L(p,0%x) = T = e =
baliet 27r02 V2mo?

1 n
InL(p, 0% x) = P mor — Pne? - 2 Z(Iz —p)?

(InL(n, 0% %)), = — 5522 (@i —n)

M:

:1

Atrendezve a (lnL(,u7 o x)) = 0 egyenletet, kapjuk, hogy i =
n

n
—— < 0.
o2

= X. Ezvaléban maximum, mivel (InL(u, o*; x));: =

4.5. Feladat. Hatdrozza meg az ismeretlen paraméter ML-becslését, ha a minta Ea, 1] eloszldsu!
Megoldas

A paraméter fiiggvényében nem derivdlhato a likelihood fiiggvény (ugrik):

- 7(1 — a)nI(a <ap)I(z), <1)

Az I(a < a})I(xf < 1) rész 0 vagy I lehet, tehdt uigy kell megvdlasztani a paramétereket, hogy 1 legyen: a < x7 és xf <1

4.6. Feladat. Legyenek X, Xo, ..., X, fiiggetlen azonos E|[a, b] eloszlast valésziniliségi véltozék. Szdamolja ki az ismeretlen
paraméterek becslését a momentum médszerrel!

teljesiiljon. Mivel a (—oo, x| intervallumon az fiiggvény maximuma az a = x7 pontban van, igy a = XI.

Megoldas

Mi(a,b) = E(X) = ft, m =T

Ma(a,b) = B(X?) = DX(X) + B(X)? = L3554 (52)°, ma=1 % a2

Igy My (a,b) = my és Ma(a,b) = ma-bél kapjuk, hogy

P N2
és ezt oldjuk meg a, b-re, elGszor mq és my-vel kifejezve. Atrendezve a fenti adja, hogy % = my —m?, igy

20



b—a=+/12(ma — m3?)
b+a=2m;.

Ezeket dsszeadva kapjuk, hogy b = my ++/3(ma — m?) és a = my—+/3(ma — m?). Azaz a paraméterek becslése a momentum
modszerrel:

— 1 & 2 = P 1 & 2 -
a=X— 3= X?-X |=X-V3S, é b=X 3= X2-X"| =X 3Sn

k=1
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5. (9-10 hét) Konfidenciaintervalluok, paraméteres probak

Elmélet

Definicié (Konfidenciaintervallum a normdlis eloszlds vérhat6 értékére). Legyenek X1, Xo,..., X, ~ N(m,o?) fiiggetlen

%’

azonos eloszldsud val6sziniiségi véltozok (tth. o ismert). Ekkor az (1 — o) 100%-os konfidenciaintervallum m-re: Xtu_ g

ahol u; ¢ a standard normdlis megfelel kvantilisét jeloli.

Hipotézisvizsgalat

Hipotézis: dllitds, aminek igazsdgdt vizsgdlni szeretnénk
Statisztikai proba: eljdrds aminek a segitségével dontést hozhatunk a hipotézisrdl

LegyenX = (X1,. .., X,,) fiiggetlen, azonos eloszdsu minta. Jelolje X a mintateret, azaz a minta lehetséges értékeinek halmazdt.
Nullhipotézis: Hy: 9 €0
Ellenhipotézis: Hy: ¥ € 6,
Paramétertér: © = Oy U O,
Dintés: T(X) statisztika (T : X — R probastatisztika) segitségével, melynek ismerjiik az eloszldsdt a nullhipotézis fenndlldsa
esetén
Mintateret két részre bontjuk: X = X, U X, és X, N X}, =)
Xy kritikus tartomdny — azon X megfigyelések halmaza, amikre elutasitjuk a nullhipotézist
X.: elfogaddsi tartomdny — azon X megfigyelések halmaza, amikre elfogadjuk a nullhipotézist
Kritikus érték: c (fiigg a-tol, Id. aldbb)
Xp={xeX:Tx)>clvagy Xy ={x € X : T(x) < clvagy Xy ={x € X : |T(x)| > ¢}
Xe={xeX :Tkx) <c} Xe={xeX :Tkx) >c} Xe={xeX:|Tx)| <c}

Dontés

Valos dllapot Hy-t elfogadjuk (X.) Hy-t elvetjik (Xy)
Hy igaz (¥ € ©g) helyes dontés (1 — «) elsdfaji hiba (o)
Hy hamis (¥ € ©1) | mdsodfajii hiba () | helyes dontés (1 — [3)

-

Elséfaji hiba valosziniisége:
Egyszerii hipotézis (©g halmaz egyelemii) esetén: Py (X € X)) = a Uy € Og / = P(elvetjik Hy-t | Hy igaz)/
Osszetett hipotézis (O halmaz tobb elemii) esetén: Py(X € Xy,) < a Vi € O

Proba (pontos) terjedelme vagy szignifikanciaszintje: o = sup{Py(X € X}) : 9 € ©¢}
Megbizhatosdgi (konfidencia-) szint: 1 — « / = P(elfogadjuk Hy-t| Hyigaz)/

A proba meghatdrozdsa: eldre rogzitett o terjedelemhez azt a c értéket keressiik, amire a proba pontos terjedelme éppen o

Mdsodfajii hiba valosziniisége:

B(I) =Py(XeX.)=1-Py(Xe X)) 9€06 /= Py(elfogadjuk Ho-t | Ho hamis)/
Erdfiiggvény: »(9) =1 — (V) /= P(elvetjik Hy-t | Hy hamis)/

Minél erdsebb a proba, anndl nagyobb valdsziniiséggel veti el a hamis nullhipotézist. Vagyis a proba ereje annak a va-
losziniisége, hogy egy adott kiillonbséget adott mintanagysdg és terjedelem mellett egy statisztikai proba kimutat. (Kisérletek
tervezésekor az erd nagysdgdnak eldre meghatdrozott értékébdl hatdrozhato meg a mintanelemszdm.) A proba erejét addig nem
tudjuk kiszdmolni, ameddig az ellenhipotézis egy értékét nem rogzitjik ill. nem mondjuk meg a kiilinbég nagysdgdt, amit ki
szeretnénk mutatni.

p-érték: annak a valdsziniisége, hogy igaz Hy esetén a tapasztalt eltérést vagy anndl nagyobb eltérést kapunk. Ha egy probdt
szdmitogép segitségével végziink el, rendszerint a p-érték révén tudunk donteni: ha p-érték< o, akkor elvetjik Hy-t.

A hipotézisek nem egyenrangiiak. Hy-t csak indokolt esetben szeretnénk elutasitani, igy az elsdfajii hiba silyosabbnak szdamit,
mint a mdsodfajii hiba. Altaldban az elsdfajii hiba legnagyobb valésziniiségét adjuk meg, de a mdsodfajii hiba csSkkentésére is
toreksziink (pl. mintanagysdg novelésével).

Hy elfogaddsa: statisztikailag nem taldltunk komoly bizonyitékot arra, hogy Hy nem lenne igaz; vagyis Hy elfogaddsa esetén
sem lehet dllitani, hogy H teljesiil
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Hy elvetése: statisztikailag komoly bizonyitékot taldltunk arra, hogy a Hy nem igaz, azaz Hy igaz

Probdk normadlis eloszlds vdarhato értékére

Egymintds probdk

Xi,..., Xy ~ N(m,o?)
Hy:m =my Hy:m <myg
Hy :m # mg Hi:m>mg

Egymintds u-préba (o ismert)

X — ™Mo Hy esetén
_— )

v

Prébastatisztika:  T(X) =u = N(0,1)

Kritikus tartomdnyok:

X ={X:|ul >u1_g} X ={X:u>uj_o}

a
2

[N =

Hy:m >my
Hi:m<mg

Kapcsolat a konfidenciaintervallummal (az aldbbi lépések ekvivalensek):

lul >u1_g |[Su>u_g2 vagy u< —ui_g &

— o —

)(7’f77,0>’u,1_%\/H

o
vagy X —mp < —u1—g —= <

N

X ={X:u<u,}

(24
— my 7—m0
p >Ui-g vagy ——r—
vn v

mo ¢ <X

Vagyis a null hipotézist pontosan akkor utasitjuk el, ha a (1 — a)100%-os konfidenciaintervallum nem tartalmazza mo-t.

Egymintds t-proba (o ismeretlen)

- X —mo Hy eseté
Probastatisztika:  T(X) =t = ———2 108"

un

Kritikus tartomdnyok:

Xk = {X : ‘t| > tn_Ll_a/Q} Xk = {X > tnfl’lfa}

Kétmintds probdk

Xi,..., Xy ~N(my,0?), Yi,...,Y, ~ N(ma,03) fiiggetlenek

X = {X < tnflya}

Hozm1:m2 Hozm1§m2 ngmlzmg
leml#mQ Hi:mq > mo Hi:mq <mgo
a két minta a két minta pdronként ésszetartozo, elozetes F-proba (o1, 02 ismeretlen)
fiiggetlen nem fiiggetlen Hp:01 =02
o1 és o9 ismert Kétmintds u-proba Egymintds u-proba Hi:01# 02
a kiilonbségekre Probastatisztika:
eldzetes F-proba ES}: ;z Ho esetén
01 és o9 ismeretlen o1 = 02 01 # 02 Egymintds t-proéba F= (23)2 Hy esetén
Kétmintds t-proba | Welch-préba a kiilonbségekre Gz~

Kétmintds u-proba (01,02 ismert)

y — ? esetén
Probastatisztika: 1 = ————e 0L N (0,1)

+

39
3 ‘wqw

Kétmintds t-proba (01 = o4 ismeretlen)

y - ? esetén
Probastatisztika: t = \/W Ho eser
n+m \/<n—1)<s’f)2+<m—1><s;>2

n+m—2
Welch-proba (o1 # o9 ismeretlen)

X-Y Hy esetén

Prébastatisztika:  t = ———""~"ty, ahol f ~

(D7, (53)?
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tn+m72

n

(sr>2+<sg>2>2

()
ey

(53)2 )2

m

n—

m—1

Fn—l,m—l

Fm—l,n—l

* *
ha s7 > s5

* *
ha s3 > si



Feladatok

5.1. Feladat. Legyen X1, X», X3, X, fiiggetlen azonos N (11, 22) eloszldsd minta. A megfigyelt értékek a kovetkez8k:
14,8;12,2;16,8; 11,1

a) Adjon 95%-o0s megbizhat6sdgi konfidenciaintervallumot pi-re!

b) Hany elem{i mintdra van sziikség, ha azt szeretnénk, hogy a konfidenciaintervallum legfeljebb 1,6 hosszusagui legyen?
(u0,975 = 1,96)

Megoldas

a) Adatok: n = 4
_ 14,s+12,21-16,3+11a1 =13,725
oc=2
a = 0,05

Ekkor ug o975 = 1,96, igy az (1 — a)100% megbizhatdsdgii konfidenciaintervallum pi-re:

R-kod:

minta<-c(14.8, 12.2, 16.8, 11.1)
n<-length(minta)

sigma<-2

alpha<-0.05

mean(minta)-qnorm(1-alpha/2)*sigma/sqrt(n)
mean(minta)+qnorm(1-alpha/2)*sigma/sqrt(n)

A 2 /41,97
I . Lo 2 . 0,975 \ _ ) -
b) A konfidenciaintervallum hossza: 2u1_5—ﬁ = 211()7975—\/H < 1,6, igyn > (1,6 > = ( 16 ) ~ 24,01
tehdt legaldbb 25 elemii mintdra van sziikség.

R-kod (folytatds):
hossz<-1.6
(2*gnorm(1-alpha/2)*sigma/hossz) 2

5.2. Feladat. Azt szeretnénk vizsgalni, hogy a napi kozéphdmérséklet oktéber 18-an Budapesten 15°C alatt volt-e? Az elmult

4 év napi kozéphSmérsékletei a kovetkezSk voltak: 14, 8;12,2;16,8;11,1 °C, valamint tegyiik fel, hogy az adatok normadlis
eloszlasbdl szarmaznak.

a) Irjuk fel a null- és ellenhipotézist!

b) Tegyiik fel, hogy a napi kozéphdmérséklet szérdsa o = 2. Tesztelje a fenti hipotézist a = 0.05 terjedelem mellett!
Adja meg a kritikus tartomanyt és p-értéket! Mi a dontés?

¢) Tesztelje a hipotézist tigy is, hogy nem haszndlja a szdérasra vonatkoz6 el6zetes informaciot!

d) Milyen hipotézist irjunk fel, ha azt szeretnénk vizsgdlni, hogy a napi kozéphdmérséklet oktéber 18-an
Budapesten 15°C-t6] kiilonbozé volt? Teszteljiik a fenti adatok segitségével!

(uo,05 = —1,645, ®(1,275) = 0,899, t3.0,05 = —2,353 ug 975 = 1, 96)

Megoldas
a) Legyen m a napi kozéphomérséklet oktober 18-dn Budapesten. Ekkor
Hy:m>15
Hi:m<15
b) Adatok: n = 4
T = 14,8+12,2116,8+11,1 — 13,725
oc=2
a=0,05
Milyen probdt haszndljunk? Egymintds, egyoldali u-probdt.
Prébastatisztika: U = X - 15 Hogseren N(0,1), melynek értéke: u = w =-1,275
Vn V4

U mely értékeire utasitjuk el Hy-t?
Hy esetén P(U < uo) = ®(ua) = o, azaz ®(ug,05) = 0,05 tehdt ug 05 = —1,645 igy a
kritikus tartomdny = {x € x : U < un} ={x € x:U < —1,645}.
Mivel most u = —1,275 > —1,645, nem utasitjuk el Hy-t. Azaz nincs elég bizonyitékunk,
hogy a napi kozéphdomeérséklet oktober 18-dn Budapesten 15°C alatt lenne.
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A hipotézist a p-érték a-val valo osszehasonlitdsdval is tesztelhetjiik:
p-érték = ®(—1,275) =1 — ®(1,275) =1 - 0,899 = 0,101 > a = 0, 05, igy nem vetjiik el Hy-t.
c)Adatok: n = 4

F = 14,8+12,2116,8+11,1 — 13,725
x 14,8—13,725)24(12,2—13,725)2+(16,8—13,725)2+(11,1—13,725)2
sn:\/( P Lt At 2 — \/6,6002 = 2,57
a=20,05
Milyen probadt haszndljunk? Egymintds, egyoldali t-probat.
X -15 eté 13,725 — 15
Prébastatisztika: T = —— Hoggetén tn—1, melynek értéke: t = ————— = —0,99
vn Vi

T mely értékeire utasitiuk el Hy-t?
Hy esetén P(T < tn—l;a) = o, azaz P(T < t3;0705) = 0,05 tehdt t3;0,05 = —2,353 igya
kritikus tartomdny = {x € x : T < tp_1.0} ={x€ x: T < —2,353}.
Mivel mostt = —0,99 > —2, 353, nem utasitjuk el Hy-t. Azaz nincs elég bizonyitékunk, hogy a napi
kozéphdmérséklet oktober 18-dn Budapesten 15°C alatt lenne.

A hipotézist a p-érték a-val valo osszehasonlitdsdval is tesztelhetjiik:
p-érték = P(ts < —0,99) = 0.198 > a = 0, 05, igy nem vetjiik el Hy-t.
d) Legyen m a napi kozéphdmérséklet oktober 18-dn Budapesten. Ekkor
Hy: m=15
Hy:m#15

Adatok: n = 4

7= 14,8-&-12,21—16,8-&-11,1 — 13,725

oc=2
a=0,05
Milyen probdt haszndljunk? Egymintds, kétoldali u-probat.

X —15 ; 13,725 - 15
Probastatisztika: U = — Hoggerén ny (0, 1), melynek értéke: uw = ———F—— = —1,275
NG V2

U mely értékeire utasitjuk el Hy-t?
Hy esetén P(|U| > uy—a) = o, azaz P(U < ug,975) = 0,975 tehdt ug 975 = 1,96 igy a
kritikus tartomdny = {x € x : |[U| > u1—a } = {x € x : [U] > 1,96}.
Mivel most |u| = 1,275 < 1,96, nem utasitjuk el Hy-t. Azaz nincs elég bizonyitékunk,
hogy a napi kozéphomeérséklet oktober 18-dn Budapesten 15° C-t6l kiilonbizd lenne.

A hipotézist a p-érték a-val valo osszehasonlitdsdval is tesztelhetjiik:
p-érték =2 - (1 — ®(1,275)) = 0.202 > a = 0,05, igy nem utasitjuk el Hy-t.

A hipotézist a vdrhato értékre vonatkozé 95%-os konfidenciaintervallum segitségével is tesztelhetjiik:
A konfidenciaintervallum (11,765; 15, 685) (Feladat 1.) tartalmazza a 15-0t, igy nem utasitjuk el Hy-t.

5.3. Feladat. Az aldbbi két minta két kiilonbozd gydregységben tapasztalt selejtardnyra vonatkozik (ezrelékben). Allithaté-e,
hogy az ,,A” gyaregység jobban dolgozott? (Feltételezhetjiik, hogy a mintdk normalis eloszldsuak, fiiggetlenek.)

Al 11,9 | 12,1 | 12,8 | 122 | 12,5 | 11,9 | 12,5 | 11,8 | 12,4 | 12,9
B || 12,1 | 12,0 | 12,9 | 12,2 | 12,7 | 12,6 | 12,6 | 12,8 | 12,0 | 13,1

(F9,9,0,075 = 4,026, t18;0,05 = —1,734)

Megoldas
Jelolje my az ,,A” és mp az ,,B” gydregység selejtardnydt. Ekkor

Hy: ma > mp
Hi: mg <mp
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Adatok: ng = 10, ng = 10
Ty = Lo+ 4129 12,3

Too— 12144131 _ 49 5
- - b

B 10

g2 — (11,9-12.3)°4+(12,9-12,3) _ 132 _

s = =5 - = go0 = 0,147
«2 _ (11,9-125)%4..4(12,9-12,5)> 142

s = 5 = 550 = 0,158
a=0,05

Van kiilonbség a szordsok kozt? Eldzetes F'-probdval teszteliink.

Hozaflza?g
.2 2
Hy: 0% # 0%

2
F =206 = 132 = 1,076 < kritikus érték = Fy 9,0, 975 = 4,026, tehdt nem utasitjuk el Ho-t, igy nincs rd okunk,
A
hogy a két szordst kiilonbozdnek tekintsiik.

Milyen probdt haszndljunk? Kétmintds, egyoldali t-probat.

H eveten
_ nang TA—ZIB 0 10-10 12,3—12,5 o
T= \/ na+ns \/(nA 1s52+(npg—1)s32 tn+m—2, melynek éricke: t = \/ 10+10 \/9 0.14749.0,158 1,13

natng -2 10+10—-2

T mely értékeire utasitjuk el Hy-t?
Hy esetén P(T <t ,+np—2:a) = o, azaz P(T < t1s,0,05) = 0,05 tehdt t15,0,05 = —1,734 igy a
kritikus tartomdny = {x € x : T <ty 4np—2.a} ={x € x: T < —1,734}.
Mivel mostt = —1,13 > —1, 734, nem utasitjuk el Hy-t, azaz nincs elég bizonyitékunk arra, hogy az ,,A”
gydregység jobban dolgozott.

5.4. Feladat. Két szervert hasonlitottunk 6ssze. Az elsén 30 futds atlagos ideje 6,7 mp volt, mig ett6] fiiggetleniil a masodikon
20 futasé 7,2 mp. Vizsgéljuk meg, hogy van-e szignifikdns kiilonbség a két szerver sebessége kozt, ha a futdsi idék szérdsa
mindkét gépen 0,5 volt?

(uo,975 = 1,96)

Megoldas
Jelolje my és my az elsd illetve a mdsodik szerveren valo futds idejét. Ekkor

Hol myp = mo

Hy:my # mg

Adatok: n1 = 30, ny = 20
71 = 6.7
To=17.2

0'1:0'2:0.5

Milyen probat haszndljunk? Kétmintds, kétoldali u-probdt (szordsok ismertek).
U= 7*)(2 Hogsstén N(0, 1), melynek értéke: u = —5="2 _ — 3464

2 ’ 0.52 , 0.52
02 o2 /0. .
ﬁ+ -2 30 T 20

n2

U mely értékeire utasitjuk el Hy-t?
Hy esetén P(|U| > ul,%) = a, azaz P(U < ug.975) = 0,975 tehdt ug 975 = 1,96 igy a
kritikus tartomdny = {x € x : |[U| > u1_¢} = {x € x : [U] > 1,96}
Mivel most |u| = 3,464 > 1,96, elutasitiuk Hy-t, azaz a két szerver futdsi ideje kozt szignifikdns kiilonbség van.

27z

5.5. Feladat. Az aldbbi két minta 10 forgalmas csomdpont levegdjében taldlhaté szennyezbanyag koncentricidra vonatkozd
két adatsort tartalmaz. Az elsd sorban a november 15-i, a masodikban a november 29-i szamok szerepelnek. Szignifikdansan
véltozott-e a légszennyezettség?

november 15. || 20,9 | 17,1 | 15,8 | 18,8 | 20,1 | 15,6 | 14,8 | 24,1 | 189 | 12,5
november 29. || 21,4 | 16,7 | 16,4 | 19,2 | 199 | 16,6 | 15,0 | 24,0 | 19,2 | 13,2

(to;0,075 = 2,262)
Megoldas
Jelolje my és mo a november 15-i illetve a november 29-i légszennyezddés vdrhato értékét. Ekkor

Ho:m1:m2
leml#mg
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Mivel ugyanazokon a helyeken mérték a légszennyezettséget, a mintdk pdronként dsszetartozoak (egymdstol nem fiiggetlen meg-
figyeléseink vannak). A légszennyezddés vdltozdsdra vonatkozo informdcio a két mérési eredmény kiilonbségében rejlik.

november 29. - november 15. [ 05| -04 10604 -02[10][02]-01]03]07

Jeloljiik m-mel a november 29-én és a november 15-én mért légszennyezddés vdarhato értékének kiilonbségét, azaz m = mo—my.
Ekkor a fenti hipotézis a kovetkezoképpen fogalmazhato meg:

Hy:m=20
H1 m 7& 0
Adatok: n =10

T = 0,5+'1'(')+0,7 _ 0’3

s = (0,5—0,3)2-';6‘_41(0,07—0,3)2 — 0,435

a = 0,05
Milyen probdt haszndljunk? Egymintds, kétoldali t-prébat.

X-0 setén 0,3—-0
T=— Ho ggeré tn—1, melynek értéke: t = ——=— = 2,18

n

Vn V10
T mely értékeire utasitiuk el Hy-t?
Hj esetén P(|T‘ > tn—l;l—%) = o, azaz P(T < t9;07975) = 0,975 tehdt t9;07975 =2,262igya
kritikus tartomdny = {x € x : [T| > t,—11-9} = {x € x : [T| > 2,262}.
Mivel most t = 2,18 < 2,262, nem utasitjuk el Hy-t, azaz nincs elég bizonyitékunk, hogy kiilonbség lenne a
november 15-i és 29-i légszennyezddés mértéke kozt.

Viszont vegyiik észre, hogy a probastatisztika értéke kozel van a kritikus értékhez. Ezt a p-érték a-hoz kozeli értékébdl
is ldtjuk: p-érték = P(|tg| > 2,18) = 0,057. Ez utdbbi azt mutatja, hogy az o = 0,05 szignifikanciaszinten nem
utasitjuk el a nullhipotézist, viszont egy 0,057-nél magasabb szinten mdr igen.
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6. (11-12 hét) Nemparaméteres probak, egyszertii linearis regresszio6
Elmélet
Nemparaméteres probak:

Diszkrét illeszkedésvizsgalat

Legyen X, ..., X, egy n elemii minta és tegyiik fel, hogy a mintaelemek 1 kiilonbozé x; (j = 1,...r) értéket vehetnek fel.
Tovdbbd jeldlje v;(j = 1,...1) az egyes értékek megfigyelt gyakorisdgdt, azaz n fiiggetlen megfigyelést osztdlyozunk valamilyen
szempont szerint, v pdronként diszjunkt osztdlyba. Az egyes osztdlyok feltételezett valosziniiségei rendre py, . . . Dy.

Osztdlyok I 2 ... r | Osszesen
Ertékek r1 To ... Xy
Gyakorisdgok | 11 vs ... Uy
Valosziniiségek | p1 p2 ... Pr 1

Azt vizsgdljuk, hogy a minta eloszldsa megegyezik-e a feltételezett eloszldssal. Ismert eloszlds esetén tiszta illeszkedésvizsgdlatot
végziink. Ha viszont az eloszlds paraméteres és csak az eloszldscsalddot ismerjiik, a paraméter(eke)t viszont nem (pl. az a kérdés,
hogy szdrmazhatnak-e az adatok p paraméterii binomidlis eloszldsbol), akkor becsléses illeszkedésvizsgdlatot végziink.
Tiszta illeszkedésvizsgalat:

HQIP(Xi:.I‘j):pj jzl,...,’l“

H; : 3 legaldbb egy j melyre P(X; = x;) # p;
" (v —np;)? ;
Prébastatisztika: T, = Z g T BG) Hogserdn \ 2 gritikus tartomdny: Xy = {% : Ta(X) > Y21 10}

— np; ’

Jj=1
Becsléses illeszkedésvizsgalat:

Legyen 0 egy s dimenzids paramétervektor, valamint legyen Gab paramétervektor ML-becslése, és legyen p; = p; (é)
HQSP(X{,:ZEJ'):]A)J' j:l,...,r
Hj : 3 legaldbb egy j melyre P(X; = x;) # p,
-
Probastatisztika: T, = Z
j=1

(Vj - nﬁj)Q Hy esetén o
_— ~

n; v o1 Kritikus tartomdny: X, = {x : T,,(X) > X7 _s 11 o}

Megjegyzés: Mivel a proba aszimptotikus, vigydznunk kell arra, hogy a minta elemszdma elég nagy legyen. Konyhaszabdly-
ként meg szokds kovetelni, hogy az vin. elméleti gyakorisdg (np;) legaldbb 5 legyen. Ha ez nem teljesiil, akkor a kis vdrt
gyakorisdgokkal rendelkezd eseményeket dsszevonjuk.

Fiiggetlenségvizsgalat

n fiiggetlen megfigyelést két szempont szerint osztdlyozunk, az 1. szempont szerint r osztdly, mig a 2. szempont szerint s osztdly
van. Annak a valosziniisége, hogy egy megfigyelést az 1. szempont szerint az i-edik, a mdsodik szerint pedig a j-edik osztdly-
ba sorolunk, p;;. Az ilyen tulajdonsdgii megfigyelések szdmdt pedig v;;-vel jeloljiik. Az osztdlyozdsi eljdrds eredményét iin.
kontingenciatdbla formdjdban szokds megadni:

2. szempont
17 ... j ... s | Sorosszegek
1 V11 Vij Vis Ule
I. szempont i | vii ... Vi ... Vs Vie
r VUr1 . Vrj ce Vrs Vre
Oszloposszegek | Vo1 ... Vej ... Vaes n

v;; = megfigyelések gyakorisdga az (i, j) osztdlyban
S ks
Vie = D, Vij Vej = Y Vij
j=1 i=1
S T
Hasonléan p;e ill. pe; a margindlis eloszldst jelélik, tehdt a [p;;] mdtrix sor-, illetve oszlopdsszegei:  Die = Y. Dij  DPej = Y Pij
j=1 i=1

Hy: a két szempont fiiggetlen egymdstol, azaz pij = Pie "Pej 1 <1 <1, 1 <5 <5
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H: a két szempont nem fiiggetlen, azaz p;; # Die - Pe; legaldbb egy (i, j) pdrra

A (i — E20) e
) . I o 1] n o esetén o
Probastatisztika: T, = E E T Tave; 7 X(r—1)(s—1)
i=1 j=1 n

Kritikus tartomdny: Xy, = {x : T,,(x) > X%rfl)(sfl),lfa}

Megjegyzés: Har = s = 2, akkor a probastatisztika a kovetkezbképpen leegyszerisodik:
(V11V22 - 1/121/21)2 Hy esetén o
T,=n- ~ T
VielV2eVe1Ve2

Homogenitasvizsgalat

Van két fiiggetlen mintdnk (adatsorunk) az egyikben n, a mdsikban m megfigyeléssel. Valamilyen szempont szerint r, pdron-
ként diszjunkt osztdlyba soroljuk a megfigyeléseket. Az i-edik osztdly valosziniisége p; az 1. minta és q; a 2. minta esetén

(i=1,2,...,7). Legyenek az egyes osztdlyok gyakorisdgai v+, . ..,v, az 1. minta és 1, . . ., (i a 2. minta esetén.

Osztdlyok 1 2 ... r | Osszesen

1. minta

Gyakorisdgok vy, Vo ... Up n

Valosziniiségek | p1 ps ... Dy 1

2. minta

Gyakorisdagok | p1  pa ... py m

Valosziniiségek | ¢1  q2 ... qr 1

Azt vizsgdljuk, hogy a két minta ugyanolyan eloszlds szerint sorolodik-e be az egyes osztdlyokba:

Hy : a két eloszlds megegyezik, azazp; = q; i =1,...1
H, : a két eloszlds nem megegyezik meg, azaz 3 legaldbb egy i, hogy p; # q;

Ty pi)2
. o W 'm)  Hoeseté o .
Prébastatisztika: Th, ;m = nmz ("er) 0N Kritikus tartomdny: Xy, = {x : Tpm(X) > X2_11_a}
, Vi + [ ’
i=1
Korrelaco:
Legyenek X1,...,X, ésY1,...,Y, n elemii mintdk. A korreldcio becslése a mintdk alapjdn:

>z —2)(yi —Y)
V(@i —T)2 Y (yi — 7)?

Tapasztalati korreldcios egyiitthato: r =

Egyszertii linearis regresszio:

Adott (21,Y1), - - ., (Tn, Yn) Szdmpdrokra szeretnénk egyenest illeszteni.
Modell: y; = a + bx; + €, ahol Ee; =0és D%*¢; =02 <oo (i=1,...,n)
Cél: a és b becslése

n
Mddszer: legkisebb négyzetek: min Z (i — (a + bx;))?

i=1

> (i —Z)(yi —7) o2

S =77 ennek szordsnégyzete: D*(b) = ST

a=7y— bT, ennek szordsnégyzete: DQ(d) = o2 (i =+ Z(;Q—x)?)
Rezidudlisok: é; = y; — 4y = y; — (6 + I;Iz) (i=1,...,n)
Rezidudlis szordsnégyzet becslése: 6° = %_2%)2
> (yi —7)?

Y vdltozékonysdgdt. Ertéke 0 és 1 kizitt lehet, minél nagyobb, anndl jobban teljesit a model, azaz anndl jobban illeszkedik az

Megoldds: b=

Determindciés egyiitthaté: R*> = 1 — = r? Az R? mutatja meg, hogy X vidltozékonysdga mennyire magyardzza

egyenes.
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Feladatok

6.1. Feladat. Egy gyarban egy termék mindségét 4 elemi mintdkat véve ellendrzik, havonta 300 mintavétellel. Megszdmoltak,
hogy a legutébbi hénapban hanyszor volt selejtes a minta, melynek eredményiet az alabbi tablazat tartalmazza:

Selejtesek szdma | 0 1 2 3 4
Darabszdm 80 113 77 27 3

Modellezhet a mintdkban levd selejtesek szama
a) (4;0,25), ilL.
b) (4; p) paraméterti binomidlis eloszldssal (o = 0,05)? (x3.0.05 = 7,81, X3.0.05 = 5,99)

Megoldas

a) Tiszta illeszkedésvizsgdlat

Hy: X; ~ Bin(4; 0,25).

Hi: X; nem ilyen eloszldsii
Vegyiik észre, hogy az utolso oszopra vonatkozoan nps = 300 - (i) -0,25%-0,75° = 1,2 < 5, igy az utolsé két oszlopban levé
eseményeket vonjuk dssze. A modositott tdbldzat a kovetkezd:

Selejtesek szama | 0 1 2 3vagy4

Darabszdm 80 113 77 30 r=4,n =300

Hatdrozzuk meg az egyes selejtes termékekre vonatkozo valdsziniiségeket, illetve ezek alapjdn gyakorisdgokat:

p1=P(X;=0)= (§) -0,25%-0,75* = 0,3164 = n - p; = 300-0,3164 = 94,9
pp=PX;=1) = (i) -0,25-0,75% = 0,4219 = n - py = 300 - 0,4219 = 126, 6
ps = P(X; =2) = (3)-0,25%-0,75% = 0,2109 = n - p3 = 300 - 0,2109 = 63,3
pr=P(X;>3)=1—p; —p2—ps =0,0508 = n-py = 300 — 94,9 — 126,6 — 63,3 = 15,2

Selejtesek szdma 0 1 2 3vagy 4

Darabszdm v. gyakorisdgok (v;) 80 113 77 30

Valésziniiségek (p;) 03164 04219 02109 0,0508

Elméleti gyakorisdgok (np;) 94,9 126,6 63,3 15,2

s L . 2 ;
Prébastatisztika: T,, = Z (j —npj)” Ho SN2 melynek értéke
=1 P
(50040 | (L3-126.6)° 4 (TTo635)7 | (071527 — 9 330 + 1,461 + 2,965 + 14,411 = 21,176

A probastatisztika mely értékeire utasitjuk el Hy-t?
Mivel a szabadsdgi fokr — 1 = 3, igy X§;0,95 = 7,81, azaz a kritikus tartomdny = {x : T,,(x) > X%fl’lfa} =
{x:T,(x) > 7,81}. Mivel most T,, = 21,176 > 7,81, igy elutasitjuk Hy-t, azaz mondhatjuk, hogy a selejtes termékek
szdma nem Bin(4; 0,25) eloszldst kovet.

A hipotézist a p-érték a-val valo osszehasonlitdsdval is tesztelhetjiik:

p-érték = P(x3 > 21,176) = 0,0001 < 0,05, igy elutasitiuk Ho-t.
b) Becsléses illeszkedésvizsgdlat

Hy: X; ~ Bin(4;p) valamilyen p-re

Hi: X; nem ilyen eloszldsii
Eldszor meg kell becsiilni az ismeretlen p paramétert ML-mddszerrel. (Egy paramétert becsliink, igy s = 1.) A 8. gyakor-
lat 6 a) feladata alapjdn tudjuk, hogy Bin(m,p) eloszldsi minta esetén (m ismert) a p ML-becslése p = X . Mivel T =
0'80+1'113+2 77+3 27443 ggg = 1,2 igyp = 142 0,3. Vegyiik észre, hogy az utolsé oszopra vonatkozoan nps =
300 - ( ) 0 34 0,7° = 2,43 < 5, igy az utolsé két oszlopban levd eseményeket vonjuk dssze. A médositott tabldzat a ko-

vetkezd:

Selejtesek szama | 0 1 2 3vagy4

Darabszdm 80 113 77 30 r =4, n =300

Hatdrozzuk meg az egyes selejtes termékekre vonatkozo valosziniiségeket, illetve ezek alapjdan gyakorisdgokat:
pr=P(X;=0)=(])-0,3°-0,7" =0,2401 = n - p; = 300 0,2401 = 72
P2 = P(Xj =1)= (1) 0,3'-0,7 =0,4116 = n - g = 300-0,4116 = 123,5
Ps=P(X; =2)=(5)-0,32-0,72 = 0,2646 = n - p3 = 300 - 0, 2646 = 79, 4
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Pi=P(X;>3)=1—p —po—ps = 0,0837 = n - pjy = 300 — 72 — 123,5 — 79,4 = 25,1

Selejtesek szdma 0 1 2 3vagy 4

Darabszdm v. gyakorisdgok (v;) 80 113 77 30

Valdsziniiségek (p;) 0,2401 04116 0,2646 0,0837

Elméleti gyakorisdgok (np;) 72 123,5 79,4 25,1

—np)? N
Probastatisztika: T, = Z w Ho gseté X?_S_l, melynek értéke
'prj
Jj=1
(80—72) (113—123,5)2 (77—79,4)2 (30—25,1)2 o
=+ 1235 + 91t i =0,889 40,893 + 0,073 + 0,957 = 2,812

A probastatisztika mely értékeire utasitjuk el Hy-t?
Mivel 1 paramétert becsiiltiink (s = 1), a szabadsdgi fokr — s — 1 = 2, igy Xg;()’% = 5,99, azaz a kritikus tartomdny =
{x:Th(x) > X2 o 11 o) = {x: Th(x) > 5,99} Mivel most T,, = 2,812 < 5,99, igy nem utasitjuk el Hy-t, tehdt
tekinthetjiik a selejtes termékek szamdt Bin(4, p) eloszldstnak.

6.2. Feladat. Az aldbbi kontingencia-tdblazat mutatja, hogy egy 100 éves id6szakban egy adott napon a csapadék mennyisége
és az atlaghdmérséklet hogyan alakult:

Hoémérséklet | Csapadék | kevés atlagos sok
hiivos 15 10 5
atlagos 10 10 20
meleg 5 20 5

A celldkban az egyes esetek gyakorisdgai taldlhatéak. o = 0,05 mellett tekinthet6-e a csapadékmennyiség és a hGmérséklet
fiiggetlennek? (x3. 95 = 9,49)

Megoldas
Fiiggetlenségvizsgdlat

Hy: acsapadék és a homérséklet fiiggetlenek
Hy: nem fiiggetlenek

Egészitsiik ki a tdbldzatot egy "0sszesen” sorral és oszloppal:

Hémérséklet | Csapadék kevés dtlagos sok Osszesen
hiivos 15 10 5 v1e = 30
dtlagos 10 10 20 Voe = 40
meleg 5 20 5 V3¢ = 30
Osszesen Vel =30 Vg2 =40 143 =30 H n = 100

A vdrt gyakorisdgok v;; = n - Yie . 2ol = Zie el wqblizatban:
Hémérséklet | Csapadék kevés atlagos sok Osszesen

P 3030 _ 2030 _ 30-30 —
}fuvos iy 100 =9 m =12 iy 100 =9 e = 30
dtlagos %80307 12 m =16 %8%07 12 || v9e = 40
meleg 100 9 oo = 12 100 — 9 V3¢ = 30
Osszesen ‘ Ve1 = 30 Voo = 40 Vo3 = 30 H n = 100
X 1LY] 2
v esetén
Probastatisztika: T,, = Z Z Jl,.—l,j) Ho goet X%Pl)(sfl) (r az oszlopok, s a sorok szdma), melynek értéke

=1 j=1 n
2 2 2
(15 9 | (10 12) G 9) n (10 12) n (10 16) n (201212) G 9) i (20 12) I (5—99) _
*4+O 333+1 778+0 333+2 25+5 333+1 778 4 5, 333+1 778722 916
A probastatisztika mely értékeire utasitjuk el Hy-t?
Mivel a szabadsdgi fok (r — 1)(s — 1) =2 -2 =4, igy Xio,% = 9,49, azaz a kritikus tartomdny =
{x:T,(x) > X%w'—l)(s—l),l—a} = {x:T,(x) > 9,49}. Mivel most T,, = 22,916 > 9,49, igy elutasitjuk Hy-t, tehdt
dllithatjuk, hogy a csapadék és a homérséklet nem fiiggetlenek.

A hipotézist a p-érték a-val valo dsszehasonlitdsdval is tesztelhetjiik:
p-érték = P(x3 > 22,916) = 0,0001 < 0,05, igy elutasitiuk Ho-t.

6.3. Feladat. Két dobdkockaval dobva az alabbi gyakorisdgokat figyeltiik meg:

Dobésok | 1 2 3 4 5 6
1.kocka | 27 24 26 23 18 32
2.kocka | 18 12 15 21 14 20

a = 0,05 mellett dontsiink arrdl, hogy tekinthetS-e a két eloszlds azonosnak! (X%;o,% =11, 1)
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Megoldas
Homogenitdsvizsgdlat

Hy a két eloszlds megegyezik
Hi a két eloszlds nem egyezik meg

Egészitsiik ki a tdbldzatot egy ,,0sszesen” oszlopplal:

Dobdsok 1 2 3 4 5 6 | Osszesen
1. kocka (v;) | 27 24 26 23 18 32| n=150 r==6
2. kocka (u;) | 18 12 15 21 14 20 | m =100
- (ﬁ - &)2 Ho esetén o
Probastatisztika: T, ,,, = nm An  m/J Ao ZEEen =_, melynek értéke
, Z Vi + 13 Xy—1 mety

i=1

(ﬂ,&)g (%,ﬁf (ﬁ,ﬁf (A,Af (&,A)Q (ﬁ,ﬂ)g

_ . 150 100 150 100 150 100 150 100 150 100 150 100 _

T150,100 = 150 - 100 27+18 + 24+12 + 26415 + 23421 + 18414 + 32420 -

=0+0,67+0,20+1,09+0,19+ 0,05 = 2,2

A probastatisztika mely értékeire utasitjuk el Hy-t?
Mivel a szabadsdgi fok r — 1 = 5, igy X%;o,% = 11,1, azaz a kritikus tartomdny = {x : Ty, ;m(x) > X%A,ka} =

= {x: T, m(x) > 11, 1}. Mivel most T50 100 = 2,2 < 11,1, igy nem utasitjuk el Hy-t, ami nem mutat elentmonddst

a két eloszlds azonossdgdval.
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