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Valésziniiségi valtozok e VA
El6z6 el6adason

Normalis eloszlas

Definicidk

Definicié: £ : Q2 — R valészinliségi valtozé, ha minden x € R
szamra {w : {(w) < x} € A.
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Valésziniiségi valtozok e VA
El6z6 el6adason

Normalis eloszlas

Definicidk

Definicié: £ : Q2 — R valészinliségi valtozé, ha minden x € R
szamra {w : {(w) < x} € A.

Definicié: A € valdszinliségi véltozd diszkrét, ha értékkészlete
véges vagy megszamlalhatd, azaz léteznek olyan x; valdés szamok és
A; teljes eseményrendszer, hogy £ = > Xk - xA,-

Definicié: A £ valdszinliségi valtozé :Ioszlésfﬁggvénye

Fe(x) = P(§ < x), ahol x € R.

Definicié: A € valdsziniiségi véltozé abszolut folytonos eloszlasu,
ha Fe(x) = P(§ < x) = [*__ f(s) ds minden x € R, ahol f véges
sok ponttdl eltekintve folytonos

f: strliségfliggvény
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Valésziniiségi valtozok

indikator

Binomialis, B(n, p)
Geometriai (Pascal)
Hipergeometrikus

Poisson

Negativ binomiilis
Egyenletes eloszlds, E(a, b)
A-exponencialis

© Gamma

00000000
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Valésziniiségi valtozok e T
El6z6 el6adason

Normalis eloszlas

Standard normalis eloszlas

A & valészinliségi valtozd standard normilis eloszlasd, ha
striiségfliggvénye:
2
X
flx)= - .e 7 (x eR).
(x)= 75z 7 (xeR)

V2r
oo —ﬁ 2 oo _ﬁ [e'e] _ﬁ
[T e T dt) = [T e dt- [T 77 ds =
2 S2 ’2
[ [ e "5 dt ds () 027r do- [Se 2z rdr=
27 o 2
2 - {—eZ]o =2r=. [%, A-e 7 dt=1
t2
eloszlasfiiggvény: ®(x) = \/%? 7 e 7 dt.

Jelolése: N(0,1).
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Valésziniiségi valtozok e T
El6z6 el6adason

Normalis eloszlas

Normalis eloszlas

& valdszinliségi valtozo standard normidlis eloszlasti = n = m + o
normélis eloszlasu.
Eloszlasfiiggvénye:
_ X—m _ X—m
P(m+of < x) = P({ < ™) = &( ).

(e

_x=m)?
- e 202

A siirliségfiiggvény: frmiqe(x) = \/%.g

Ez a normdlis eloszlds m és o paraméterekkel, jeldlése: N(m, o?).
Forditva, ha 1) ~ N(m,o?), akkor =™ ~ N(0,1).
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Valésziniiségi valtozok e T
El6z6 el6adason

Normalis eloszlas

Haranggorbe

02=0.2,
ag2=1.0,
02=50,
, 02205,

o000

TEEET®
"
|
N

Figure: Normalis siiriiségfiiggvények
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Valésziniiségi valtozok

6adason
Normalis eloszlas

Tablazat

2 FUGGELEK

A standard normaélis eloszlasfiiggvény tdblazata

X [0 [ x [9@ [ X [ 0@ [ x [ 9@ [ x [ %@ [
0,00[0,5000 ] 0,45[0,6736 [ 0,90 [0,8159 (1,35 0,9115 || 1,80 | 0,9641 [| 2,50
0,01{0,5040 | 0,46 [0,6772( 0,91 | 0,8186 | 1,36 | 0,9131 || 1,81 | 0,9649 | 2,52
0,02|0,5080 | 0,47 | 0,6808 | 0,92 [0,8212 1,37 0,9147 || 1,82 | 0,9656 || 2,54
0,03]0,5120 | 0,48 | 0,6844 (0,93 [ 0,8238 || 1,38 0,9162 || 1,83 | 0,9664 | 2,56
0,04 |0,5160 | 0,49 | 0,6879 0,94 | 0,8264 || 1,39 0,9177 || 1,84 | 0,9671
0,05(0,5199 | 0,50 | 0,6915 | 0,95 [ 0,8289 || 1,40 | 0,9192 || 1,85 | 0,9678

0,06 {0,5239 | 0,51 | 0,6950 | 0,96 | 0,8315 || 1,41 | 0,9207 || 1,86 | 0,9686 0,9956
0,070,5279 | 0,52 | 0,6985 | 0,97 0,92221,87 | 0,9693 0,9959
0,080,5319 0,53 |0,7019 | 0,98 0,9236 || 1,88 0,9961
0,090,5359 | 0,54 | 0,7054 | 0,99 0,9251 | 1,89 0,9963
0,100,5398 | 0,55 | 0,7088 | 1,00 0,9265 || 1,90 0,9965
0,11]0,5438 | 0,56 | 0,7123 || 1,01 0,9279 1,91 0,9967
0,120,5478 ] 0,57 | 0,7157 || 1,02 0,9292 1,92 0,9969
0,13]0,5517 | 0,58 |0,7190 | 1,03 0,9306 || 1,93

0,9971
0,14 [0,5557 | 0,59 0,7224 1,04 :
0,15]0,5596 | 0,60 | 0,7257 || 1,05
0,16 0,5636 | 0,61 0,7291 1,06
0,17[0,5675 | 0,6

1,94
1,95
1,96
1,97/0,9756

=
=)
5

0.18]0,5714 7| 1,08 1,98
0,19[0,5753 0,7389 1,09 1,99
0,20[0,5793 0,7422| 1,10 2,00

2,02|0,9783 || 2,92

0,21]0,5832 56 . B
,57)0,9418 |1 2,04 | 0,9793 || 2,94

0,22)0,5871

60,7454 || 1,11 | 0,8665
0,7486 || 1,12 | 0,8686
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Meghatarozas

Fuiggetlen valésziniiségi valtozék Py
88 ‘ g Konvoliicié

Meghatarozas

Definicié: A &1,...,&, valdszinliségi valtozdk fliiggetlenek, ha
n

P(&1 < x1,...,&n < xn) = [[ Fe;(x;) minden xq, ..., x,-re.
i=1

Definicié: A &1,&, ... valé;zfnﬁségi véltozok fiiggetlenek, ha
minden n-re &1, ..., &, fuggetlenek.

Legyenek &1,...,&, fliggetlenek és g; Borel-mérhet6. Ekkor

81(&1),- -, 8n(&n) is fiiggetlenek.

Legyenek &1, ..., &, diszkrétek. Ekkor pontosan akkor fliggetlenek,
n

ha P({&1 = x1,...,&n = xn) = [[ P(& = x;) minden x;-re.

i=1
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Meghatdrozas

Fuiggetlen valésziniiségi valtozék gy
uggetlen valo g Konvoliicié

Diszkrét konvollicids formula

Legyenek & és n fiiggetlenek, értékkészletiik pedig {xx} és {y/}.
PE+n=2)=P( U {{=xun=x})=

Xk+y1=z

>, PE=xxnm=y)= > PE=xk) P(n=uy).

Xktyi=z Xktyi=z

Araté Miklés Valésziniiségszamitas



Meghatdrozas

Fuiggetlen valésziniiségi valtozék gy
28 ‘ g Konvoliicié

Binomialisak konvoltciéjaa

Legyenek & ~ B(n1, p) és n ~ B(ny, p) fiiggetlenek. Ekkor
§+n~ B(n + n,p).
Ugyanis & + n értékkészlete 0,1,...,n1 + no, igy

k

P(E+n=K) = 2 PE=1)- Pn=k 1) =

min{k,n1 }
(nll) . p/ X (1 _ p)nl—/ . (knil) X pk—/ X (1 _ p)nz—k+l —
I=max{k—n,0}

min{k,n1 }
(") - () - < (L= p)mtrek =
I=max{k—n»,0}

pk . (1 _ p)n1+n2—k . (nlernz)v azaz £+ 1 ~ B(n1 + na, P)
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Meghatdrozas

Fuiggetlen valésziniiségi valtozék gy
28 ‘ g Konvoliicié

Binomialisak konvoltciéjaa

Legyenek & ~ B(n1, p) és n ~ B(ny, p) fiiggetlenek. Ekkor
§+n~ B(n + n,p).
Ugyanis & + n értékkészlete 0,1,...,n1 + no, igy

k

P(E+n=K) = 2 PE=1)- Pn=k 1) =

min{k,n1 }
(nll) . p/ X (1 _ p)nl—/ . (knil) X pk—/ X (1 _ p)nz—k+l —
I=max{k—n,0}

min{k,n1 }
(") - () - < (L= p)mtrek =
I=max{k—n»,0}

pk - (1 — p)ymtm=k.(MmI"™), azaz £ +n ~ B(n + ny, p).
egyszerlibben is kiszamithatd: legyenek Xi, X5, ... fuggetlen,
azonos eloszldst p-indikatorok, ekkor X3 + ...+ X, ~ B(n, p),
Xnt1+ ..+ Xogm ~ B(m, p), és igy

X1+ ...+ Xopgm ~ B(n+ m,p).
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Meghatdrozas

Fuiggetlen valésziniiségi valtozék gy
28 ‘ g Konvoliicié

Poisson eset

Legyenek & ~ A-Poisson és 1 ~ u-Poisson fliggetlenek. Ekkor
&+ n ~ (A + p)-Poisson.

k
Ugyanis P(£+77=k)ZI_E%P(ézl)-P(nzk—/)z

k I A=A k=1, g—1 —(tn) k B B )
lz%)/\f! .H(kj)l = - k!u'lya(l)')‘l'uk f= = (A + )k
= =

(A + p) paraméterii Poisson-eloszldst kapunk.
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- o o . Meghatdrozas
Fiiggetlen valésziniiségi valtozok oy
Konvoliicié

Konvoltcids formula

Legyenek £ és 1 fliggetlen, abszolit folytonos valdsziniiségi
valtozdk. Ekkor & + n is abszolit folytonos eloszlasu, és

sl rﬁségﬁiggvénye

fen(x f fe(x —y) - fy(y) dy = f fe(y) - fo(x — y) dy.
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Meghatdrozas

Fuiggetlen valésziniiségi valtozék gy
28 ‘ g Konvoliicié

Exponencidlisak konvoltciéja

&1, ..., &, fuggetlen A-exponencialis valdsziniiségi valtozdk
m=&+...+& =
0 x<0

Allitas: 7, siiriiségfiiggvénye 8n(X) = 9 1 yme—rx
e X > 0

Bizonyitdas: n-re vonatkozé teljes indukcié
n =1 rendben . Tegyiik fel, hogy n-ig igaz az allitds. = (n+ 1)-re:

gn+1(X) = fi§1+---+§n+§n+1)(x) - / fgl—"_'”—"_ﬁ"(x - y) : f—gn+1(y) d-y =
—00 N———r N —
gn(x—y) &1(y)
00 _ o N\=1yn = A(x—y)
= / (X y) A el )\e_Aydy =
0 (n — 1)
)\n—i—l —Ax X n)\n—l—l
76 n(x _ y)n—ldy — Xie—/\x
n! 0 n!
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Meghatdrozas

Fuiggetlen valésziniiségi valtozék gy
28 ‘ g Konvoliicié

"Buszok szama”

Olyan autébuszjaratot, ahol a buszok kovetési ideje egymastdl
flggetlen, azonos A-exponencialis eloszlasu.

&1 1 az els6 busz beérkezési ideje, &> : az elsé és a masodik busz
érkezése kozotti id6, stb. N busz érkezik a [0, t)-ben.

P(N = n) = P(N > n)—P(N > n+1) = P(1jy < t)—P(njns1 < t) =

t Xn—l)\ne—)\x t Xn)\n—i—le—)\x
XA T | T =
/0 (n—1)! x /0 n! x

A /t nx""le ™M dx — /txn)\e_AXdX = M,
0 0

n!
N———

[X" eka](li,fot nxn—le—Axdx
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Diszkrét valosziniiségi valtozok varhaté értéke
Abszolit folytonos eloszlasu valtozék varhaté értéke
Varhaté érték Feltételes varhato érték

Meghatarozas és tulajdonsagok

Definicié: £ > 0 diszkrét, ekkor E€ = ) xi - P(§ = x).
k

Definicié: £ diszkrét, ekkor E€ = EETEE™, ha

min(EET, EET) < oo.

Tulajdonsagok:

1) E(c-&) =c-EC.

2) Ha & <= E¢ < En.

3) Ha létezik EE, akkor |EE| < E[€].

4) Ha létezik EE, En, és E€ + En értelmes, akkor
E(¢€ +n) = En+ E{ is |étezik.

5) Ha P(¢ =0) = 1 = E¢ = 0.
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Diszkrét valosziniiségi valtozok varhaté értéke
Abszolit folytonos eloszlasu valtozék varhaté értéke
Varhaté érték Feltételes varhato érték

Diszkrét példak

1) c konstans valdszinliségi valtozé = Ec = c.

2) A indikdtoraranak vérhaté értéke
Exa=0-P(xa=0)+1-P(xa=1)=P(A).

3) & ~ B(n, p) binomialis eloszlast valdsziniiségi véltozd. Ekkor
n
E¢= 3 k()p'(L—p) " =
=0

n

n—1
-y (k B 1) Pl (1= p) ) = np.
k=1

=(p+(1-p))"~1=1
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Diszkrét valosziniiségi valtozok varhaté értéke
Abszolit folytonos eloszlasu valtozék varhaté értéke
Varhaté érték Feltételes varhato érték

Diszkrét példak

1) c konstans valdszinliségi valtozé = Ec = c.

2) A indikdtoraranak vérhaté értéke
Exa=0-P(xa=0)+1-P(xa=1)=P(A).

3) & ~ B(n, p) binomialis eloszlast valdsziniiségi véltozd. Ekkor
n
E¢= 3 k()p'(L—p) " =
=0

n

n—1
-y (k B 1) Pl (1= p) ) = np.
k=1

=(p+(1-p))"~1=1
E=m+...+n, (fliggetlen indikdtorok dsszege)=
EE=Em+...4+ Eny,=np.
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Diszkrét valosziniiségi valtozok varhaté értéke
Abszolit folytonos eloszlasu valtozék varhaté értéke
Varhaté érték Feltételes varhato érték

Diszkrét példak folytatds

4) ¢ ~ A\-Poisson, ekkor
P e=A . )\k-1

k=1

=1

5) Visszatevés nélkiil hizzunk a dobozbdl. Ekkor a £ valdsziniiségi
valtozé hipergeometrikus eloszlasd, és varhatd értéke:
min(n,M) (M)(N M)
=T
k=0 n
legyen £ = n1 + ...+ num, ahol n; :==1, ha az i-edik piros golyot

. Az egyszerlibb kiszamitas céljabdl

kihdztuk, kiilonben pedig 0. Ekkor P(n; = 1) = (( 7 = gy
E¢=n-H%.
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Diszkrét valészini altozék varhaté értéke
Abszolit folytonos eloszlasii valtozék varhaté értéke
Varhaté érték Feltételes varhato érték

Meghatarozas és tulajdonsagok

Definicié: ¢ > 0 abszolit folytonos eloszlasu, ekkor
E¢ = [px - fe(x) dx.

Definicié: ¢ abszoliat folytonos eloszlasi, ekkor E€ = EE~EE,
ha min(E¢T, Eﬁf) < 00

Eg(¢) = f]R ) dx
620=>E§=f0 (1_’:&()’)) dy

&, n figgetlenek, E|¢|, E|n| végesek. = E|£ - 1| is véges és
E(S-n) = E(&) - E(n).
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Diszkrét valésziniiségi valtozék varhaté értéke
Abszolit folytonos eloszlasii valtozék varhaté értéke
Varhaté érték Feltételes varhato érték

Abszolut folytonos eloszldsi példak

1) & ~ E(a, b) esetén EE = fabx . ﬁ dx = 2tb

2) A-exponencialis eloszlas varhatd értéke
— [ oA _ 1
E¢= [ e dy = 5.

%2
3) £~ N(0,1) esetén E{ = [ x- \/% -e” 7 dx =0, hiszen a
strliségfliggvény szimmetrikus, igy az integrdlban egy paratlan

fliggvény szerepel (tovadbba az integral konvergens, mert elég
x2

nagy x-re x - e~ 2 feliilrl becsiilheté az e fliggvénnyel).

Altalanosan pedig m + o€ ~ N(m, c?) esetén

E(m+0cf)=m+o-E{=m.
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Diszkrét valésziniiségi valtozék varhaté értéke
Abszolit folytonos eloszlasu valtozék varhaté értéke
Varhaté érték Feltételes varhaté érték

Meghatarozas és Teljes varhatd érték tétel

Definicié: P(A) > 0, £ diszkrét, ekkor ¢ feltételes varhaté
értéke az A feltételre nézve:

E(¢|A) = Xk:Xk - P(€ = xi]A).

Teljes varhato érték tétel: & diszkrét valdszinliségi valtozd véges
varhaté értékkel és A, Ay, ... teljes eseményrendszer, ahol
0 < P(Aj). Ekkor E¢ =" E(&|An) - P(An).

n
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Diszkrét valésziniiségi valtozék varhaté értéke
Abszolit folytonos eloszlasu valtozék varhaté értéke
Varhaté érték Feltételes varhaté érték

Wald-azonossag

X1, X, ... fuggetlen, azonos eloszlasi valdszinliségi valtozok,
amelyekre létezik EX;, és N egy toliik fuggetlen pozitiv,
egészértékil valdszinliségi valtozd.

Ekkor E(X1+ ... Xn) = EXy - EN.

P(Xl 4+ ...+ XN = y‘N = n) = P(X1+'I':;?_I\7<:"?))/’N:n) =

PXi+...+Xp=y)=EXi+...+Xn=y|N=n)=n-EX; =
E(Xi+...+Xn)= > E(Xi+...+ Xn|N=n)- P(N=n) =

n=1

n-EXy-P(N =n)=EX;-EN

n=1

[e.°]
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Diszkrét valésziniiségi valtozék varhaté értéke
Abszolit folytonos eloszlasu valtozék varhaté értéke
Varhaté érték Feltételes varhaté érték

Geometriai eloszlas

P(n= k)= (1—p)k~1.p, ahol k > 1.
En = I(Zlk-(l—p)k‘l-p-

A az elsé kisérlet sikeres B B

En = E(n|A) - P(A) + E(n|A) - P(A) =
En=1-p+(1+En)-(1-p)=En=,

Varhatéan mikor lesz meg mind a 24 torpiink?
A+ B+ .+ +2=090623
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Diszkrét valésziniiségi valtozék varhaté értéke
Abszolit folytonos eloszlasu valtozék varhaté értéke
Varhaté érték Feltételes varhaté érték

szimmetrikus bolyongds

¢ : 1épések szdma n-bdl 0-ba (n > 0), v(n) := EE.

A az elsd |épésben jobbra lépiink = E¢ = E(¢|A) - 3 + E(¢|A) - 4
E¢A) =1+ v(n+1)és E(JA)=1+v(n—1) =

2v(n )—2+v(n+1)+v(n—1)

(0) =

v(n+1)—v( )=v(n)—v(n—1)—2=...=v(1) — v(0) — 2n.

=
v(0)+ ()

<

v(n) = v(n)—v(n—=1)+v(n—1)4+v(n—=2)+...+v(1)—
=n-v(l)=n(n—1)=n(v(1)—(n—1)) >0= v(1) > n—
minden n-re = v(1) = 400 =

szimmetrikus bolyongdsnal varhatdan végtelen sok Iépésben tériink
vissza a kiinduldsi pontba.
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