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Defińıciók

Defińıció: ξ : Ω→ R valósźınűségi változó, ha minden x ∈ R
számra {w : ξ(w) < x} ∈ A.

Defińıció: A ξ valósźınűségi változó diszkrét, ha értékkészlete
véges vagy megszámlálható, azaz léteznek olyan xi valós számok és
Ai teljes eseményrendszer, hogy ξ =

∑
k

xk · χAk
.

Defińıció: A ξ valósźınűségi változó eloszlásfüggvénye
Fξ(x) = P(ξ < x), ahol x ∈ R.
Defińıció: A ξ valósźınűségi változó abszolút folytonos eloszlású,
ha Fξ(x) = P(ξ < x) =

∫ x
−∞ f (s) ds minden x ∈ R, ahol f véges

sok ponttól eltekintve folytonos
f : sűrűségfüggvény
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Példák

1 indikátor
2 Binomiális, B(n, p)
3 Geometriai (Pascal)
4 Hipergeometrikus
5 Poisson
6 Negat́ıv binomiális
7 Egyenletes eloszlás, E (a, b)
8 λ-exponenciális
9 Gamma
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Standard normális eloszlás

A ξ valósźınűségi változó standard normális eloszlású, ha
sűrűségfüggvénye:

f (x) = 1√
2π
· e−

x2

2 (x ∈ R).
(∫∞
−∞ e−

t2

2 dt

)2

=
∫∞
−∞ e−

t2

2 dt ·
∫∞
−∞ e−

s2

2 ds =

∫∞
−∞

∫∞
−∞ e−

t2+s2

2 dt ds
(ϕ,r)
=
∫ 2π
0 dϕ ·

∫∞
0 e−

r2

2 · r dr =

2π ·
[
−e−

r2

2

]∞

0

= 2π ⇒.
∫∞
−∞

1√
2π
· e−

t2

2 dt = 1

eloszlásfüggvény: Φ(x) = 1√
2π
·
∫ x
−∞ e−

t2

2 dt.

Jelölése: N(0, 1).
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Normális eloszlás

ξ valósźınűségi változó standard normális eloszlású ⇒ η = m + σξ
normális eloszlású.
Eloszlásfüggvénye:
P(m + σξ < x) = P(ξ < x−m

σ ) = Φ( x−mσ ).

A sűrűségfüggvény: fm+σξ(x) = 1√
2π·σ · e

− (x−m)2

2σ2 .

Ez a normális eloszlás m és σ2 paraméterekkel, jelölése: N(m, σ2).
Ford́ıtva, ha η ∼ N(m, σ2), akkor η−m

σ ∼ N(0, 1).
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Haranggörbe

Figure: Normális sűrűségfüggvények
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Táblázat

2 FÜGGELÉK

A standard normális eloszlásfüggvény táblázata

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)
0,00 0,5000 0,45 0,6736 0,90 0,8159 1,35 0,9115 1,80 0,9641 2,50 0,9938
0,01 0,5040 0,46 0,6772 0,91 0,8186 1,36 0,9131 1,81 0,9649 2,52 0,9941
0,02 0,5080 0,47 0,6808 0,92 0,8212 1,37 0,9147 1,82 0,9656 2,54 0,9945
0,03 0,5120 0,48 0,6844 0,93 0,8238 1,38 0,9162 1,83 0,9664 2,56 0,9948
0,04 0,5160 0,49 0,6879 0,94 0,8264 1,39 0,9177 1,84 0,9671 2,58 0,9951
0,05 0,5199 0,50 0,6915 0,95 0,8289 1,40 0,9192 1,85 0,9678 2,60 0,9953
0,06 0,5239 0,51 0,6950 0,96 0,8315 1,41 0,9207 1,86 0,9686 2,62 0,9956
0,07 0,5279 0,52 0,6985 0,97 0,8340 1,42 0,9222 1,87 0,9693 2,64 0,9959
0,08 0,5319 0,53 0,7019 0,98 0,8365 1,43 0,9236 1,88 0,9699 2,66 0,9961
0,09 0,5359 0,54 0,7054 0,99 0,8389 1,44 0,9251 1,89 0,9706 2,68 0,9963
0,10 0,5398 0,55 0,7088 1,00 0,8413 1,45 0,9265 1,90 0,9713 2,70 0,9965
0,11 0,5438 0,56 0,7123 1,01 0,8438 1,46 0,9279 1,91 0,9719 2,72 0,9967
0,12 0,5478 0,57 0,7157 1,02 0,8461 1,47 0,9292 1,92 0,9726 2,74 0,9969
0,13 0,5517 0,58 0,7190 1,03 0,8485 1,48 0,9306 1,93 0,9732 2,76 0,9971
0,14 0,5557 0,59 0,7224 1,04 0,8508 1,49 0,9319 1,94 0,9738 2,78 0,9973
0,15 0,5596 0,60 0,7257 1,05 0,8531 1,50 0,9332 1,95 0,9744 2,80 0,9974
0,16 0,5636 0,61 0,7291 1,06 0,8554 1,51 0,9345 1,96 0,9750 2,82 0,9976
0,17 0,5675 0,62 0,7324 1,07 0,8577 1,52 0,9357 1,97 0,9756 2,84 0,9977
0,18 0,5714 0,63 0,7357 1,08 0,8599 1,53 0,9370 1,98 0,9761 2,86 0,9979
0,19 0,5753 0,64 0,7389 1,09 0,8621 1,54 0,9382 1,99 0,9767 2,88 0,9980
0,20 0,5793 0,65 0,7422 1,10 0,8643 1,55 0,9394 2,00 0,9772 2,90 0,9981
0,21 0,5832 0,66 0,7454 1,11 0,8665 1,56 0,9406 2,02 0,9783 2,92 0,9983
0,22 0,5871 0,67 0,7486 1,12 0,8686 1,57 0,9418 2,04 0,9793 2,94 0,9984
0,23 0,5910 0,68 0,7517 1,13 0,8708 1,58 0,9429 2,06 0,9803 2,96 0,9985
0,24 0,5948 0,69 0,7549 1,14 0,8729 1,59 0,9441 2,08 0,9812 2,98 0,9986
0,25 0,5987 0,70 0,7580 1,15 0,8749 1,60 0,9452 2,10 0,9821 3,00 0,9987
0,26 0,6026 0,71 0,7611 1,16 0,8770 1,61 0,9463 2,12 0,9830 3,20 0,9993
0,27 0,6064 0,72 0,7642 1,17 0,8790 1,62 0,9474 2,14 0,9838 3,40 0,9996
0,28 0,6103 0,73 0,7673 1,18 0,8810 1,63 0,9484 2,16 0,9846 3,60 0,9998
0,29 0,6141 0,74 0,7704 1,19 0,8830 1,64 0,9495 2,18 0,9854 3,80 0,9999
0,30 0,6179 0,75 0,7734 1,20 0,8849 1,65 0,9505 2,20 0,9861
0,31 0,6217 0,76 0,7764 1,21 0,8869 1,66 0,9515 2,22 0,9868
0,32 0,6255 0,77 0,7794 1,22 0,8888 1,67 0,9525 2,24 0,9875
0,33 0,6293 0,78 0,7823 1,23 0,8907 1,68 0,9535 2,26 0,9881
0,34 0,6331 0,79 0,7852 1,24 0,8925 1,69 0,9545 2,28 0,9887
0,35 0,6368 0,80 0,7881 1,25 0,8944 1,70 0,9554 2,30 0,9893
0,36 0,6406 0,81 0,7910 1,26 0,8962 1,71 0,9564 2,32 0,9898
0,37 0,6443 0,82 0,7939 1,27 0,8980 1,72 0,9573 2,34 0,9904
0,38 0,6480 0,83 0,7967 1,28 0,8997 1,73 0,9582 2,36 0,9909
0,39 0,6517 0,84 0,7995 1,29 0,9015 1,74 0,9591 2,38 0,9913
0,40 0,6554 0,85 0,8023 1,30 0,9032 1,75 0,9599 2,40 0,9918
0,41 0,6591 0,86 0,8051 1,31 0,9049 1,76 0,9608 2,42 0,9922
0,42 0,6628 0,87 0,8079 1,32 0,9066 1,77 0,9616 2,44 0,9927
0,43 0,6664 0,88 0,8106 1,33 0,9082 1,78 0,9625 2,46 0,9931
0,44 0,6700 0,89 0,8133 1,34 0,9099 1,79 0,9633 2,48 0,9934

Φ(x) = 1√
2π

∫ x

−∞ e−t2/2dt, Φ(−x) = 1− Φ(x)
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Meghatározás

Defińıció: A ξ1, . . . , ξn valósźınűségi változók függetlenek, ha

P(ξ1 < x1, . . . , ξn < xn) =
n∏

i=1
Fξi (xi ) minden x1, . . . , xn-re.

Defińıció: A ξ1, ξ2, . . . valósźınűségi változók függetlenek, ha
minden n-re ξ1, . . . , ξn függetlenek.
Legyenek ξ1, . . . , ξn függetlenek és gi Borel-mérhető. Ekkor
g1(ξ1), . . . , gn(ξn) is függetlenek.
Legyenek ξ1, . . . , ξn diszkrétek. Ekkor pontosan akkor függetlenek,

ha P(ξ1 = x1, . . . , ξn = xn) =
n∏

i=1
P(ξi = xi ) minden xi -re.
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Diszkrét konvolúciós formula

Legyenek ξ és η függetlenek, értékkészletük pedig {xk} és {yl}.
P(ξ + η = z) = P(

⋃
xk+yl=z

{ξ = xk , η = yl}) =
∑

xk+yl=z
P(ξ = xk , η = yl) =

∑
xk+yl=z

P(ξ = xk) · P(η = yl).
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Binomiálisak konvolúciójaa

Legyenek ξ ∼ B(n1, p) és η ∼ B(n2, p) függetlenek. Ekkor
ξ + η ∼ B(n1 + n2, p).
Ugyanis ξ + η értékkészlete 0, 1, . . . , n1 + n2, ı́gy

P(ξ + η = k) =
k∑

l=0

P(ξ = l) · P(η = k − l) =

min{k,n1}∑
l=max{k−n2,0}

(n1
l

)
· pl · (1− p)n1−l ·

( n2
k−l
)
· pk−l · (1− p)n2−k+l =

min{k,n1}∑
l=max{k−n2,0}

(n1
l

)
·
( n2
k−l
)
· pk · (1− p)n1+n2−k =

pk · (1− p)n1+n2−k ·
(n1+n2

k

)
, azaz ξ + η ∼ B(n1 + n2, p).

egyszerűbben is kiszáḿıtható: legyenek X1,X2, . . . független,
azonos eloszlású p-indikátorok, ekkor X1 + . . .+ Xn ∼ B(n, p),
Xn+1 + . . .+ Xn+m ∼ B(m, p), és ı́gy
X1 + . . .+ Xn+m ∼ B(n + m, p).
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Legyenek ξ ∼ B(n1, p) és η ∼ B(n2, p) függetlenek. Ekkor
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Poisson eset

Legyenek ξ ∼ λ-Poisson és η ∼ µ-Poisson függetlenek. Ekkor
ξ + η ∼ (λ+ µ)-Poisson.

Ugyanis P(ξ + η = k) =
k∑

l=0

P(ξ = l) · P(η = k − l) =

k∑
l=0

λl ·e−λ

l! · µ
k−l ·e−µ

(k−l)! = e−(λ+µ)

k! ·
k∑

l=0

(k
l

)
·λl ·µk−l = e−(λ+µ)

k! · (λ+µ)k ,

⇒
(λ+ µ) paraméterű Poisson-eloszlást kapunk.
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Konvolúciós formula

Legyenek ξ és η független, abszolút folytonos valósźınűségi
változók. Ekkor ξ + η is abszolút folytonos eloszlású, és
sűrűségfüggvénye

fξ+η(x) =
+∞∫
−∞

fξ(x − y) · fη(y) dy =
+∞∫
−∞

fξ(y) · fη(x − y) dy .
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Exponenciálisak konvolúciója

ξ1, . . . , ξn független λ-exponenciális valósźınűségi változók
ηn = ξ1 + . . .+ ξn ⇒.

Álĺıtás: ηn sűrűségfüggvénye gn(x) =

{
0 x ≤ 0
xn−1·λn·e−λx

(n−1)! x > 0
.

Bizonýıtás: n-re vonatkozó teljes indukció
n = 1 rendben . Tegyük fel, hogy n-ig igaz az álĺıtás. ⇒ (n + 1)-re:

gn+1(x) = f(ξ1+...+ξn+ξn+1)(x) =

∫ ∞

−∞
fξ1+...+ξn(x − y)︸ ︷︷ ︸

gn(x−y)

· fξn+1(y)︸ ︷︷ ︸
g1(y)

dy =

=

∫ ∞

0

(x − y)n−1λne−λ(x−y)

(n − 1)!
λe−λydy =

λn+1e−λx

n!

∫ x

0
n(x − y)n−1dy

︸ ︷︷ ︸∫ x
0 nzn−1dz

=
xnλn+1

n!
e−λx

(x > 0).
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”Buszok száma”

Olyan autóbuszjáratot, ahol a buszok követési ideje egymástól
független, azonos λ-exponenciális eloszlású.
ξ1 : az első busz beérkezési ideje, ξ2 : az első és a második busz
érkezése közötti idő, stb. N busz érkezik a [0, t)-ben.

P(N = n) = P(N ≥ n)−P(N ≥ n+1) = P(ηn < t)−P(ηn+1 < t) =
∫ t

0

xn−1λne−λx

(n − 1)!
dx −

∫ t

0

xnλn+1e−λx

n!
dx =

λn

n!





∫ t

0
nxn−1e−λxdx −

∫ t

0
xnλe−λxdx

︸ ︷︷ ︸
[xne−λx ]t0−

∫ t
0 nxn−1e−λxdx





=
(λt)ne−λt

n!
,
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Meghatározás és tulajdonságok

Defińıció: ξ ≥ 0 diszkrét, ekkor Eξ =
∑
k

xk · P(ξ = xk).

Defińıció: ξ diszkrét, ekkor Eξ = Eξ−Eξ−, ha
min(Eξ+,Eξ−) <∞.
Tulajdonságok:

1) E (c · ξ) = c · Eξ.

2) Ha ξ ≤ η ⇒ Eξ ≤ Eη.

3) Ha létezik Eξ, akkor |Eξ| ≤ E |ξ|.

4) Ha létezik Eξ, Eη, és Eξ + Eη értelmes, akkor
E (ξ + η) = Eη + Eξ is létezik.

5) Ha P(ξ = 0) = 1⇒ Eξ = 0.
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Diszkrét példák

1) c konstans valósźınűségi változó ⇒ Ec = c .

2) A indikátorárának várható értéke
EχA = 0 · P(χA = 0) + 1 · P(χA = 1) = P(A).

3) ξ ∼ B(n, p) binomiális eloszlású valósźınűségi változó. Ekkor

Eξ =
n∑

k=0

k
(n
k

)
pk(1− p)n−k =

np ·
n∑

k=1

(
n − 1

k − 1

)
pk−1(1− p)n−(k−1)

︸ ︷︷ ︸
=(p+(1−p))n−1=1

= np.

ξ = η1 + . . .+ ηn (független indikátorok összege)⇒
Eξ = Eη1 + . . .+ Eηn = np.
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Valósźınűségi változók
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Diszkrét példák folytatás

4) ξ ∼ λ-Poisson, ekkor

Eξ =
∞∑
k=0

k · e−λ·λk
k! = λ ·

∞∑

k=1

e−λ · λk−1

(k − 1)!
︸ ︷︷ ︸

=1

= λ.

5) Visszatevés nélkül húzzunk a dobozból. Ekkor a ξ valósźınűségi
változó hipergeometrikus eloszlású, és várható értéke:

Eξ =
min(n,M)∑

k=0

k · (Mk )(N−M
n−k )

(Nn)
. Az egyszerűbb kiszáḿıtás céljából

legyen ξ = η1 + . . .+ ηM , ahol ηi := 1, ha az i-edik piros golyót

kihúztuk, különben pedig 0. Ekkor P(ηi = 1) =
(N−1
n−1)
(Nn)

= n
N , ı́gy

Eξ = n · MN .

Arató Miklós Valósźınűségszáḿıtás
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Független valósźınűségi változók
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Meghatározás és tulajdonságok

Defińıció: ξ ≥ 0 abszolút folytonos eloszlású, ekkor
Eξ =

∫
R x · fξ(x) dx .

Defińıció: ξ abszolút folytonos eloszlású, ekkor Eξ = Eξ−Eξ−,
ha min(Eξ+,Eξ−) <∞.

Eg(ξ) =
∫
R g(x) · fξ(x) dx

ξ ≥ 0⇒ Eξ =
∫∞
0 (1− Fξ(y)) dy

ξ, η függetlenek, E |ξ|, E |η| végesek. ⇒ E |ξ · η| is véges és
E (ξ · η) = E (ξ) · E (η).
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Abszolút folytonos eloszlású példák

1) ξ ∼ E (a, b) esetén Eξ =
∫ b
a x · 1

b−a dx = a+b
2 .

2) λ-exponenciális eloszlás várható értéke
Eξ =

∫∞
0 e−λy dy = 1

λ .

3) ξ ∼ N(0, 1) esetén Eξ =
∫∞
−∞ x · 1√

2π
· e−

x2

2 dx = 0, hiszen a

sűrűségfüggvény szimmetrikus, ı́gy az integrálban egy páratlan
függvény szerepel (továbbá az integrál konvergens, mert elég

nagy x-re x · e−
x2

2 felülről becsülhető az e−x függvénnyel).
Általánosan pedig m + σξ ∼ N(m, σ2) esetén
E (m + σξ) = m + σ · Eξ = m.
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Meghatározás és Teljes várható érték tétel

Defińıció: P(A) > 0, ξ diszkrét, ekkor ξ feltételes várható
értéke az A feltételre nézve:
E (ξ|A) =

∑
k

xk · P(ξ = xk |A).

Teljes várható érték tétel: ξ diszkrét valósźınűségi változó véges
várható értékkel és A1,A2, . . . teljes eseményrendszer, ahol
0 < P(Ai ). Ekkor Eξ =

∑
n
E (ξ|An) · P(An).
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Várható érték
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Wald-azonosság

X1,X2, . . . független, azonos eloszlású valósźınűségi változók,
amelyekre létezik EXi , és N egy tőlük független pozit́ıv,
egészértékű valósźınűségi változó.
Ekkor E (X1 + . . .XN) = EX1 · EN.

P(X1 + . . .+ XN = y |N = n) = P(X1+...+Xn=y ,N=n)
P(N=n) =

P(X1 + . . .+Xn = y)⇒ E (X1 + . . .+XN = y |N = n) = n ·EX1 ⇒
E (X1 + . . .+ XN) =

∞∑
n=1

E (X1 + . . .+ XN |N = n) · P(N = n) =

∞∑
n=1

n · EX1 · P(N = n) = EX1 · EN
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Geometriai eloszlás

P(η = k) = (1− p)k−1 · p, ahol k ≥ 1.

Eη =
∞∑
k=1

k · (1− p)k−1 · p.

A : az első ḱısérlet sikeres
Eη = E (η|A) · P(A) + E (η|A) · P(A) ⇒
Eη = 1 · p + (1 + Eη) · (1− p) ⇒ Eη = 1

p

Várhatóan mikor lesz meg mind a 24 törpünk?
24
24 + 24

23 + . . .+ 24
2 + 24

1 = 90, 623
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szimmetrikus bolyongás

ξ : lépések száma n-ből 0-ba (n ≥ 0), v(n) := Eξ.
A : az első lépésben jobbra lépünk ⇒ Eξ = E (ξ|A) · 12 + E (ξ|A) · 12
E (ξ|A) = 1 + v(n + 1) és E (ξ|A) = 1 + v(n − 1) ⇒
2v(n) = 2 + v(n + 1) + v(n − 1)
v(0) = 0
v(n + 1)− v(n) = v(n)− v(n − 1)− 2 = . . . = v(1)− v(0)− 2n.
⇒
v(n) = v(n)−v(n−1)+v(n−1)+v(n−2)+. . .+v(1)−v(0)+v(0)
⇒ n · v(1)− n(n − 1) = n(v(1)− (n − 1)) ≥ 0 ⇒ v(1) ≥ n − 1
minden n-re ⇒ v(1) = +∞ ⇒
szimmetrikus bolyongásnál várhatóan végtelen sok lépésben térünk
vissza a kiindulási pontba.

Arató Miklós Valósźınűségszáḿıtás
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