Val6szinliségszamitas
10. eléadas

Araté Miklos

2022.04.25.

Arat6 Miklés Valészinliségszamitas



Tartalomjegyzék

@ Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

e Centralis hatareloszlastétel

Arat6 Miklés Valészinliségszamitas



Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Binomialis eloszlas

Legyenek n;-k fuggetlen, azonos eloszlasu p-indikatorok, és
n

Un = > nj, ekkor U, ~ B(n, p).
=1

j=
n!

P(Un=k) = P (1 =P
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Binomialis eloszlas
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Binomialis eloszlas
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Moivre-Laplace lokalis tétel

U, ~ B(n, p) és legyen A rdgzitett szam, g =1—p és
np — Av/n < k < np+ Ay/n. Ekkor

P(U,=k
lim (Un ) > =1
n—o0 1 _ (k=np)
—_— . e 2-npq
\/ 2m-npq

Megjegyzés: EU, = np és DU, = npq. Egy np vérhato
értékl és npq szérasnégyzetli normalis eloszlasu
valészinliségi valtoz6 slrliségfiggvénye a k helyen pont:

1 (k—np)?

- e 2-npq
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Moivre-Laplace bizonyitasa

Stirling-formula egy alakja:
n =+2rxn-n"-e " e ahol

R(n)| < 125 =

P(Un=k) = =Kkl _n,!()!k!pkﬁ —p)" =

_ v2rn-n"-e™" RN —R(n—k)—R(
Var(n—k)-(n—k)yn—k.e (=K .\/2nk .- kk.ek
P (1 —p)"F =
k n—k
_ ! .[P] . [1 —P] . eR(M—R(n-K)~R(K)
o Nk kL] (%) e
< An

—1-p —

o
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Moivre-Laplace bizonyitasa (folyt.)

n="!

Legyen k = np + x\/np(1 — p) és

n—k=n(1-p)—xy/np(1—p), ahol |x| <B.

k 1 n—k 1
InAn:—k-In<n-p)—(n—k)-ln< . .1_p>_

SR CARC I (A IR

—x\/m-ln<1—x P )
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Moivre-Laplace bizonyitasa (folyt.)

ly| <1eseténin(1+y)=y— y; +0(y®) =

_ _ 2 _
In(1+x 1p):x 1-p_x 1 P 1o
np np 2 np

és

p B p x> p 3
(10 i) = iz O
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Moivre-Laplace bizonyitasa (folyt.)

|nAn —

= /(1 P+ 5 (1-9)+0 (=) -1-p)+0 (=) +0 ()

+xv/np(1 — p) 2p+O 1n> xp+0<%)+0<:,>:
~Eeo()

i _ k—np 4
lgy x = 50— = Tétel
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Poisson kozelités

Allitas: Legyen \ = np, n ~ A-Poisson és D C R, ekkor igaz a
kdvetkezb: ,
|P(Un € D) ~ P(n € D) < 7.

Megjegyzés: Rogzitett A

-ra és p = 2-re kapjuk, hogy
|P(Upe D)— P(ne D)| < ’\n
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Poisson kozelités

Allitas: Legyen \ = np, n ~ A-Poisson és D C R, ekkor igaz a
kdvetkezb: ,
|P(Un € D) ~ P(n € D) < 7.

Megjegyzés: Rogzitett A

-ra és p = 2-re kapjuk, hogy
|P(Upe D)— P(ne D)| < ’\n

Altalanosabban is megnézhetjiik. Legyenek 7; ~ pi-indikatorok
n

n
flggetlenek, U, = > ni, A = >_ pj, n ~ A-Poisson és
i= i=

n
DCR=|P(Upe D)~ P(ye D) < 3. p?

Il
N
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Poisson kdzelités bizonyitasa

Legyen Q = [0, 1] geometriai valészinliségi mezd,

0:w<1-p .
ni = Wi TP tovabba legyen
1T:w>1-p

0: w<e™P k pm
Y, = : ,ahol mgy = > e P B
k : w; € [mk_1,mk] m=0

(k=0,1,2,..)=

Y; ~ pi-Poisson és n; ~ p;-indikator.
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Poisson kdzelités bizonyitasa (folyt.)

n=Y1+...4+ Yy~ A\-Poissonés 1 —p; < e P =
n=1ésY;=0,hal—p <w,<eP
n=1ésY;>2,haeP+p-ePw=

PO # i) = (e —(1=p))+1-e P —p-eP =
pi-(1—eP)<ph.

P(U, € D)=P(U,e D,Uy,=n)+PUne D,U, #n)=P(n e
D) —P(ne D,Uy#n)+ P(Un€ D, U # 1) =

|P(Un € D) = P(n € D)| <|P(n € D,Up#mn) - P(Un € D, Uy #
0l < P(Un# 1) < ip,? — Alltas

=
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Poisson kdzelités (példa)

Legyenek n; ~ p;,i = 1,...,2500-indikatorok fliggetlenek,
pi=0.001,i=1,...,1000; p; = 0.002,/ = 1001, ...,2000; p; =

2500 2500
0.003,i =2001,...,2500; Uy = > ni,A= >, pi=45n~
i—1 i—1
4 5-Poisson. I :
2500

Ekkor |P(Uy € D) — P(n € D)| < P(Up # 1) < 3. p? = 0.0095
=1

1
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Centralis hatareloszlastétel

Tétel [Centralis hatareloszlastétel fliggetlen, azonos eloszlasu
valtozokra)]: Legyenek

&1,&,. .. flggetlen, azonos eloszlasuak, m := E&q és

0 < 02 = D?¢; < co. Ekkor minden x € R-re

n
§i—n-m
&

X
2
pl= 7 <X —>d>(x):/12 ez dt
o - V &

Normalis kdzelités
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https://web.cs.elte.hu/~arato/peldatar/normkoz.gif

Centralis hatareloszlastétel

Egy orszadgban meg szeretnék becsiini a koronavirussal
fertézottek aranyat agy, hogy legalabb 0, 95 valdszinliséggel
legfeljebb 1%-ot tévedjlnk.
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Centralis hatareloszlastétel

Egy orszadgban meg szeretnék becsiini a koronavirussal
fertézottek aranyat agy, hogy legalabb 0, 95 valdszinliséggel
legfeljebb 1%-ot tévedjiink. Jelblje N az orszag lakosai, M a
koronavirusosak szaméat, n pedig a megvizsgaltak szamat,
ekkor p := M-et akarjuk joI kdzeliteni. Legyen tovabba X;
értéke 1, ha az i-edik megvizsgalt koronavirusos és 0
kGlénben. Ekkor a

P<X1—|—+Xn M

—— < 0,01> > 0,95
egyenlétlenségnek kell teljesuinie.

n N
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Centralis hatareloszlastétel

Példa 1. (folyt.)

A centrélis hatareloszlastétel szerint

n
Xi—n
—\/n-0,01 _ ,; =P - v/n-0,01

Ve(i—p) = Vay/p(i—p) ~ /el )

~2.0 M —1>0,95,
p(1 —p)

azaz ¢ (%) > 0,975 = ®(1,96), tehat legyen

A% > 1,96, Ezzel /> 1,96 gl /(T p), ha”

n > 10000, tehat ha normalis kdzelitéssel dolgozunk, kb. 10

"mivel a \/p(1 — p) nem lehet nagyobb 0, 5-nél, igy a jobb oldal feldlrdl
becsilhetd 98-cal
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Centralis hatareloszlastétel

n—1
. . P K
Mihez tart a kdvetkezé: =" 3° T =377
k=0

Ha végtelenig 6sszegeznénk, nyilvan 1 lenne az ésszeg, de
most n — 1-ig megyUnk!

Arat6 Miklés Valés égszamitas



Centralis hatareloszlastétel

Példa 2. (folyt.)

Legyenek n; ~ 1-Poisson flggetlenek, ezekre teljestilnek a
centralis hatareloszlastétel feltételei, azaz felirhato:

n
> ni—n-1

n
p ,ﬂrﬁ < x | = ®(x), ahol 3 n; ~ n-Poisson, igy
i=1

n n-1 ,
P(En;<n> =e " ¥ 5.
i=1 k=0
2 mi—n
Ekkor specidlisan x = 0-ra P ’:‘ﬁ <0] - ®(0)=

N[—=

Tehat a keresett 6sszeg %—hez tart.
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Centralis hatareloszlastétel

CHT faggetlen valtozokra

Tétel [Centralis hatareloszlastétel fliggetlen valtozokral:
Legyenek

&1, &, ... fuggetlenek. my := E&y és 0 < 02 = D%¢ < o0,
tovabba S, =& +... + &, D2 = Z o2 . Teliestl az an.

k=1
Ljapunov-feltétel:

D2+§ ZE\ﬁk my 2 30,
pa

valamely 0 < é-ra. Ekkor minden x € R-re

X
—_ 2
P<S” ESn <x> — ®(x) = / b ez dt
Dy
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Centralis hatareloszlastétel

Kdzelités hibdja

Tétel [Berry-Esséen] Legyenek &4, &, . .. flggetlen, azonos
eloszlasu valosziniiségi valtozok, tovabba E || < co és

En: Ek—n-m

Tn = k=1

E
L/ Bkkor sup | Fr,(x) — &(x)| < 0,474 Elér—m®

S
Tétel [Esséen] Legyenek &4, &, . . . fliggetlen valdszinliségi
n

valtozok, E|¢ |3 < oo, tovabba Sp =&+ ...+ &, D2 = 3 02,
k=1

Falx) = P (SigESs < x) , L = Zha Bfmd” = Tl

Ekkor sup |Fn(x) — ®(x)| < 0,56L,
X
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