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Fliggetlenség (emlékeztetd)

2 esemeny fuggetlensége

Definicié: A és B fliggetlenek, ha P(AB) = P(A) - P(B).
Megjegyzések
a) Ha P(A) = 0, akkor A minden méas eseménytdl fliggetlen.
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Fliggetlenség (emlékeztetd)

2 esemeny fuggetlensége

Definicié: A és B fliggetlenek, ha P(AB) = P(A) - P(B).
Megjegyzések
a) Ha P(A) = 0, akkor A minden méas eseménytdl fliggetlen.
b) Ha P(B) > 0, akkor A és B pontosan akkor fliggetlenek, ha

P(A|B) = P(A).
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Fliggetlenség (emlékeztetd)

2 esemeny fuggetlensége

Definicié: A és B fliggetlenek, ha P(AB) = P(A) - P(B).
Megjegyzések
a) Ha P(A) = 0, akkor A minden méas eseménytdl fliggetlen.
b) Ha P(B) > 0, akkor A és B pontosan akkor fliggetlenek, ha

P(A|B) = P(A).

c) Az egymast kizar6 események nem fliggetlenek, azaz
P(A) > 0, P(B) > 0, P(AB) = 0 esetén A és B nem
figgetlen.
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Fliggetlenség (emlékeztetd)

Tobb esemény flggetlensége

Definicio: Az Aq, As, ..., A, események fliggetlenek, ha
P(A; ... A,) = P(A;,)-...- P(A;,) minden k < n-re és
1<iy<...<ix < n-re.
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Fliggetlenség (emlékeztetd)

Tobb esemény flggetlensége

Definicio: Az Aq, As, ..., A, események fliggetlenek, ha
P(A; ... A,) = P(A;,)-...- P(A;,) minden k < n-re és

1< <...<ix < n-re.

Definicio: Az Ay, Ao, ... események fliiggetlenek, ha minden
n-re Aq,..., A, flggetlenek.
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Véletlen bolyongas Ténkremenés
Szimmetrikus bolyongas

Tonkremenési feladat

Péter és Gabor ugy jatszanak, hogy mindketten %
valoszinliséggel nyernek egy jatszmaban a masiktol 1 forintot.
A jaték addig megy, amig valaki a masik 6sszes pénzét el nem
nyeri. Péternél a jaték kezdeténél 10 forint, Gabornal pedig 16
forint van. Mekkora valészinliséggel megy ténkre Péter?
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Véletlen bolyongas Ténkremenés
Szimmetrikus bolyongas

Tonkremenési feladat

Péter és Gabor ugy jatszanak, hogy mindketten %
valészinliséggel nyernek egy jatszmaban a masiktél 1 forintot.
A jaték addig megy, amig valaki a masik 6sszes pénzét el nem
nyeri. Péternél a jaték kezdeténél 10 forint, Gabornal pedig 16
forint van. Mekkora valészinliséggel megy ténkre Péter?
Legyen k = 10 és n = 26. Ekkor n — k = 16.
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Véletlen bolyongas Ténkremenés
Szimmetrikus bolyongas

Tonkremenési feladat megoldasa

A := {Péter k forintrél ténkremegy }
p(k) := P(A).
Ekkor p(0) = 1 és p(n) = 0.
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Véletlen bolyongas Ténkremenés
Szimmetrikus bolyongas

Tonkremenési feladat megoldasa

A = {Péter k forintrél ténkremegy }
p(k) := P(A).

Ekkor p(0) = 1 és p(n) = 0.

B; : az elso |épésben Péter nyer,
B, : az elsd lépésben Gabor nyer.
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Véletlen bolyongas Ténkremenés
Szimmetrikus bolyongas

Tonkremenési feladat megoldasa

A = {Péter k forintrél ténkremegy }

p(k) := P(A).

Ekkor p(0) =1 és p(n) = 0.

B; : az elso |épésben Péter nyer,

B, : az elsd lépésben Gabor nyer.

Ekkor

P(A) = P(A|By)-P(By)+P(ABs)-P(Bz) = p(k+1)- h-+p(k—1)-4,
ahol1 < k<n-1.

= 2-p(k) =p(k+1)+p(k—1)

= p(k+1) —p(k) =p(k) —p(k —1) =d
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Véletlen bolyongas Ténkremenés
Szimmetrikus bolyongas

Tonkremenési feladat megoldasa (folyt.)
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Véletlen bolyongas Ténkremenés
Szimmetrikus bolyongas

Tonkremenési feladat megoldasa (folyt.)
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Véletlen bolyongas Ténkremenés
Szimmetrikus bolyongas

Tonkremenési feladat megoldasa (folyt.)
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Véletlen bolyongas Ténkremenés
Szimmetrikus bolyongas

Tonkremenési feladat megoldasa (folyt.)

p(k) = p(k) —p(k = 1)+ p(k =1) =p(k =2) + ...+ p(1) -
p(0) +p(0)=1+k-d

0=p(n)=1+nd=d=-1

p(k)=1—%1—p(k) =&
k=10,n=26=P(A)=1-2 =32,
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Véletlen bolyongas Tonkremenés
Szimmetrikus bolyongas

Feladat

Egy szamegyenesen lépegetiink az egészeken 0-bdl kiindulva,
minden Iépésben ugyanakkora eséllyel Iéplnk balra, mint
jobbra.

Kérdés: mekkora valészinliséggel tériink vissza a 0-ba? (ezt
az eseményt jeldljuk C-vel)

Arat6 Miklés Valészinliségszamitas



Véletlen bolyongas Tonkremenés
Szimmetrikus bolyongas

Megoldas

Legyen Dy, hogy az elsé l1épésben jobbra, ill. Do, hogy az elsd
lépésben balra megyink.

P(C) = P(CIDy) -} + P(C|D2) - 3

P(C|Dy): annak valésziniisége, hogy 1-bdl eljutunk 0-ba
P(C|Dy) > P(1-b8l eldbb jutunk el 0-ba, mint n-be) =1 — 1
minden n-re =

P(C|Dy) > 1 — 1 minden n-re =

P(C|D¢) = 1, ugyanigy P(C|D,) =1, azaz P(C) = 1.
Megjegyzés: 2 dimenzidban még ugyanennyi, de 3
dimenziéban mar 1-nél kisebb ez a valészinliség.
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Meghatarozas
Valészinliségi valtozok Példak

Definicio

Definicio: ¢ : Q — R valdszinliségi valtozé, ha minden x € R
szamra {w : {(w) < x} € A.
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Meghatarozas
Valészinliségi valtozok Példak

Definicio

Definicio: ¢ : Q — R valdszinliségi valtozé, ha minden x € R
szamra {w : {(w) < x} € A.
Definicio: A ¢ valészinliségi valtozé diszkrét, ha értékkészlete
véges vagy megszamlalhato, azaz Iéteznek olyan x; valos
szamok és A; teljes esemenyrendszer, hogy £ = > Xk - x4, -

K
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Meghatarozas
Valésziniiségi valtozok Példak

Indikator és binomialis

Az A € A esemény indikator valosziniiségi valtozoja
1: weA
XA(W) = 0 wéA
Binomialis eloszlas: Vegylnk n fliggetlen kisérletet, ahol egy
kisérlet p val6szinliséggel sikeres, és ¢ jeldlje a sikeres
kisérletek szamat (0 < k < n).
P& =K) = (1) -PF-(1—p)
Jeldlés: B(n,p).
Példa: 6-osok szama 40 kockadobasbdl.
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Meghatarozas
Valésziniiségi valtozok Példak

Geometriai

Geometriai (Pascal-)eloszlas: Fuggetlen kisérleteket
végzlnk, amelyek p valoszinliséggel sikeresek, n az elsd
sikeres kisérlet sorszama (k =1,2,...).
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Meghatarozas
Valésziniiségi valtozok Példak

Geometriai

Geometriai (Pascal-)eloszlas: Fuggetlen kisérleteket
végzlnk, amelyek p valoszinliséggel sikeresek, n az elsd
sikeres kisérlet sorszama (k =1,2,...).
Pin=k)=(1-p)"-p

Példa: Kockadobasoknal els6 6-os dobas sorszama.

Allitas: A Pascal-eloszlas 6rokifju tulajdonsagu, azaz
P>k+1]&>k)=P(E>1.

Bizonyitas: P(¢ > k+ 1 | £ > k) = Pkt A k) _ Pkl

Py P(¢>k) P(¢>k)
Gl =(1=p) = P(E> ).
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Meghatarozas
Valésziniiségi valtozok Példak

Hipergeometrikus

Hipergeometriai eloszlas: Adott egy dobozban M piros és

N — M fehér golyd, ezekbdl hdzunk véletlenszeriien n darabot.
Jeldlje ¢ a kihtzott piros golydk szamat (visszatevés nélkiil), és
legyen k =0,1,...,min(M, n).
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Meghatarozas
Valésziniiségi valtozok Példak

Hipergeometrikus

Hipergeometriai eloszlas: Adott egy dobozban M piros és

N — M fehér golyd, ezekbdl hdzunk véletlenszeriien n darabot.
Jeldlje ¢ a kihtzott piros golydk szamat (visszatevés nélkiil), és
legyen k =0,1,...,min(M, n).

ple - 1) — (DG )
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Meghatarozas
Valésziniiségi valtozok Példak

Poisson

Poisson-eloszlas: Legyen 0 < ) fix paraméter, tovabba

/(:O,‘I,Z,....A ;
P(77=k)=ek!“ -

X Ak _ K

Y e =et Y =1
k=0 k=0
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Meghatarozas
Valésziniiségi valtozok Példak

Negativ binomialis

Negativ binomialis eloszlas: Fliggetlen kisérleteket végziink,
amelyek p valészinliséggel sikeresek.

¢ az r-edik sikeres kisérlet sorszama (ahol r rdgzitett).
Pe=k) =" -(1-p)—r-p,aholk=r,r+1,...
Megjegyzés: r = 1-re pont a Pascal-eloszlast kapjuk.
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Fliggetlen valdsziniiségi valtozok (diszkrétek)

Meghatarozas

Definicio: A ¢ és n diszkrét valoszinliségi valtozok
flggetlenek, ha minden lehetséges x és y értékiikre:
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Fliggetlen valdsziniiségi valtozok (diszkrétek)

Meghatarozas

Definicio: A ¢ és n diszkrét valoszinliségi valtozok
flggetlenek, ha minden lehetséges x és y értékiikre:

P =x,n=y)=P(E=x)P(n=y)

Definicio: A &1, &, ..., &, diszkrét valoszinliségi valtozék
flggetlenek, ha minden lehetséges xq, xo, . . ., X, értékikre:

P(€1 :X,...,fn:Xn):P(& :X1)...P(§n:Xn)
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Fliggetlen valdsziniiségi valtozok (diszkrétek)

Meghatarozas

Definicio: A ¢ és n diszkrét valoszinliségi valtozok
flggetlenek, ha minden lehetséges x és y értékiikre:

P =x,n=y)=P(E=x)P(n=y)

Definicio: A &1, &, ..., &, diszkrét valoszinliségi valtozék
flggetlenek, ha minden lehetséges xq, xo, . . ., X, értékikre:

P(€1 :X,...,fn:Xn):P(& :X1)...P(§n:Xn)

Definicio: A &, &, ... diszkrét valdszinliségi valtozdk
flggetlenek, ha minden n-re &1, &, . .., &, fUggetlenek.
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Fliggetlen valdsziniiségi valtozok (diszkrétek)

Konvolucid

Allitas: A ¢ és n diszkrét valészinliségi valtozok fiiggetienek.
Ekkor 6sszeglik eloszlasa:

P(E+n=2) = ZP n=2z-x)=) P(=2z-y)P(n=y)
y
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Fliggetlen valdsziniiségi valtozok (diszkrétek)

Konvolucid

Allitas: A ¢ és n diszkrét valészinliségi valtozok fiiggetienek.
Ekkor 6sszeglik eloszlasa:

P(E+n=2) = ZP n=2z-x)=) P(=2z-y)P(n=y)
y

Bizonyitas: Vegylk a {{ = x} teljes eseményrendszert, ahol x
befutja ¢ lehetséges értékeit. Ekkor:

{tn=zy=Jlc+n=2e=x}=Jl¢=xn=2-x}

Az allitas rogtdn kdvetkezik a kdvetkezd egyenldségbdl:
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Fliggetlen valdsziniiségi valtozok (diszkrétek)

Poissonok dsszege

Allitas: ¢ és 7 figgetlen, Poisson-eloszlast valdszin{iségi
valtozok X illetve p paraméterrel. Ekkor 6sszeglk
Poisson-eloszlasu \ + ;. paraméterrel.
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Fliggetlen valdsziniiségi valtozok (diszkrétek)

Poissonok dsszege

Allitas: ¢ és 7 figgetlen, Poisson-eloszlast valdszin{iségi
valtozok X illetve p paraméterrel. Ekkor 6sszeglk
Poisson-eloszlasu \ + ;. paraméterrel.

Bizonyitas:

P(§+n=n) = ZPE K)P(n = n—k) = P(¢ = k)P(n = n—k)
Ebbdl kapjuk, hogy

N \ke= Mnfkefu B (/\+ M)nef()dr,u)

Pe+n=n)= K (n—k)! nl

k=0
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