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Varhato érték

Diszkrét valosziniiségi valtozok varhato értéke

Meghatarozas és tulajdonsagok
Definicid: ¢ > 0 diszkrét, ekkor E{ = ) X - P(§ = Xk).
k

Definicio: ¢ diszkrét, ekkor E€ = E¢T — E€, ha
min(EET,E(T) < oo
Tulajdonsagok:

1) E(c-¢) =c- E¢.

)

2) Ha¢<n= E¢ < En.

3) Ha létezik E¢, akkor |EE| < E|].

4) Ha létezik E¢, En, és EE + En értelmes, akkor
E(¢ +n) = En+ E¢ is létezik.

5) Ha P(¢ = 0) =1 = E¢ = 0.
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Varhato érték

Diszkrét valosziniiségi valtozok varhato értéke

Véges varhato érték

A ¢ diszkrét valdszinUségi valtozdnak létezik és véges a
varhato értéke, ha > |xx| - P(¢ = xx) < oo. Ekkor
k

E¢ = Zk:Xk - P(€ = Xk).
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Varhato érték

Diszkrét valosziniiségi valtozok varhato értéke

Diszkrét példak

1) c konstans valésziniliségi valtozé = Ec = c.
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Varhato érték

Diszkrét valosziniiségi valtozok varhato értéke

Diszkrét példak

1) c konstans valésziniliségi valtozé = Ec = c.

2) Aindikatoraranak varhaté értéke
Exa=0-P(xa=0)+1-P(xa=1)=P(A).
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Varhato érték

Diszkrét valosziniiségi valtozok varhato értéke

Diszkrét példak

1) c konstans valésziniliségi valtozé = Ec = c.

2) Aindikatoraranak varhaté értéke
Exa=0-P(xa=0)+1-P(xa=1)=P(A).

3) ¢ ~ B(n, p) binomialis eloszlasu valészinliségi valtoz6.
n
Ekkor E¢ = 3~ k(J)p*(1 —p)"F =
k=0

n

n-1 —1—(k—
np'z<k_1>pk—1(1_p)n 1—(k 1):np.

=(p+(1-p))"—1=1
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Varhato érték

Diszkrét valosziniiségi valtozok varhato értéke

Diszkrét példak

1) c konstans valésziniliségi valtozé = Ec = c.

2) Aindikatoraranak varhaté értéke
Exa=0-P(xa=0)+1-P(xa=1)=P(A).
3) ¢ ~ B(n, p) binomialis eloszlasu valészinliségi valtoz6.
n
Ekkor E¢ = 3~ k(J)p*(1 —p)"F =
k=0

n

n—1 A (k—
np'z<k_1>pk—1(1_p)n 1—(k 1):np.

=(p+(1-p))"—1=1
& =mn1 + ...+ ny (fuggetlen indikatorok 6sszege)=

E¢=Em +...+ Enyp=np.
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Varhato érték

Diszkrét valosziniiségi valtozok varhato értéke

Diszkrét példak folytatas

4) ¢ ~ A-Poisson, ekkor
o0 e . )\k—1

Eg:f;k-ek;:xz(k_m:x

k=0 k=1

=1
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Varhato érték

Diszkrét valosziniiségi valtozok varhato értéke

Diszkrét példak folytatas

4) ¢ ~ \-Poisson, ekkor

X A k—1
e—%)\k ) e - A .
Eg_zk =\ k§—1(k_1)! =\

5) Visszatevés nélkil huzzunk a dobozbdl. Ekkor a £
valészinliségi valtozd hipergeometrikus eloszlasu, és

min(n,M)
varhat6 értéke: E¢ = Z K- (& )(() ) . Az egyszeribb

kiszamitas céljabdl Iegyen §=m+...+nu, aholn; =1,
ha az i-edik piros goly6t kihtztuk, kulonben pedig 0. Ekkor
N—1

Pl =1) = (@;) = . fgy E€ =n- .
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Varhato érték

Diszkrét valosziniiségi valtozok varhato értéke

Valoszinliségi valtozok (emlékeztetd)

Definicié: ¢ : Q — R valdszinliségi valtozé, ha minden x € R
szamra {w : {(w) < x} € A.
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Varhato érték

Diszkrét valosziniiségi valtozok varhato értéke

Valoszinliségi valtozok (emlékeztetd)

Definicio: ¢ : Q — R valdszinliségi valtozo, ha minden x € R
szamra {w : {(w) < x} € A.
Definicid: A ¢ valoszinliségi valtozé diszkrét, ha értékkészlete
véges vagy megszamlalhato, azaz léteznek olyan x; valos
szamok és A; teljes eseményrendszer, hogy £ = > Xk - XA, -

K
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Eloszlasfiiggvény

Meghatarozas

Definicio: A ¢ valosziniiségi valtozo eloszlasfliiggvénye
Fe(x) = P(¢ < x), ahol x € R.
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Eloszlasfiiggvény

Meghatarozas

Definicio: A ¢ valoszinliségi valtoz6 eloszlasfiiggvénye
Fe(x) = P(¢ < x), ahol x € R.
yf; Fe(y) — F(x) = P({ = x)
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Eloszlasfliggvény

Meghatarozas

Definicio: A ¢ valoszinliségi valtoz6 eloszlasfiiggvénye
Fe(x) = P(§ < x), ahol x € R.

lim Fe(y) ~ F(x) = P(¢ = x)

Diszkrét esetben P(§ = xx) = Fe(Xk41) — Fe(Xx)
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Eloszlasfliggvény

Eloszlasfiiggvény tulajdonsagai

Allitas: Az F; eloszlasfiggvényre teljesiiinek az alabbiak:
1) F, monoion novo.
2) fim Fe(x)=08és lim Fi(x)=1
—>—00
3) F¢ balrdl folytonos és jobbrdl létezik a hatarértéke minden
x € R helyen.
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Siriiségfiiggvény

Abszolut folytonos eloszlasu valésziniiségi valtozék Példak
Normalis eloszlas

Meghatarozas

Definicio: A ¢ valészinliségi valtozé abszolut folytonos
eloszlasy, ha Fe(x) = P(¢ < x) = [*__ f(s) ds minden x € R,
ahol f véges sok ponttél eltekintve folytonos

f: strliségfliggvény
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Siriiségfiiggvény
Abszolut folytonos eloszlasu valésziniiségi valtozék Példak
Normalis eloszlas

Meghatarozas

Definicio: A ¢ valészinliségi valtozé abszolut folytonos
eloszlasy, ha Fe(x) = P(¢ < x) = [*__ f(s) ds minden x € R,
ahol f véges sok ponttél eltekintve folytonos

f: strliségfliggvény

2 f(s)ds=1,f(x) >0

F'(x) = f(x) véges sok pontot kivéve
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Siiriiségfiiggvény
Abszolut folytonos eloszlasu valésziniiségi valtozék Példak
Normalis eloszlas

Egyenletes eloszlas intervallumon

Tekintsunk [a, b]-n geometriai val6szinliségi mezot.

f(w)=w.
0: x<a
P<x)=q%2:a<x<b
1:b<x

Az ilyen eloszlasfuggvenyl valoszinlségi valtozot egyenletes
eloszlasunak nevezzik az [a, b] intervallumon.

Jelblés: E(a, b) vagy U(a, b).

0 : x¢Jab]

Sartségfiggvény: f:(x) =
gfuggvény: f(x) {bla:xe[a,b]
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Siiriiségfiiggvény
Abszolut folytonos eloszlasu valésziniiségi valtozék Példak
Normalis eloszlas

A-exponencidlis eloszlas

T: egy izz0 élettartama

orokifju tulajdonsag: P(r > t+s| 7> s) = P(r > t), ahol

t,s>0

G(t) = P(r > 1), igy 5§52 = P22 = G(1), azaz

G(t+s)=G(t)- G(s )

G(t) = e~ alakd. Mivel G(t) valoszinliség, ezért \ > 0.

Az eloszlasfliggvény balrél folytonossaga miatt

Pir<t)>IlimP(r<t—e)>IlimP(r<t—e)=P(r<t)=
e\0 e\,0

P(r<t)= El{rb Pir<t—e¢)= !@0(1 —e M=)y =1 — g,
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Siiriiségfiiggvény
Abszolut folytonos eloszlasu valésziniiségi valtozék Példak
Normalis eloszlas

A-exponencialis eloszlas (folyt.)

A-exponencialis eloszlasu:

0:t<0

1—e M. 0<t

0:1t<0

N-e M 0<t

Kdnnyen lathaté a forditott irany is, tehat, hogy egy
exponencidlis eloszlasu valoszinliségi valtozé 6rokifju
eloszlasu.

slrGiségfuggvény: f.(t) =
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Siiriiségfiiggvény
Abszolut folytonos eloszlasu valésziniiségi valtozék Példak
Normalis eloszlas

Gamma-eloszlas

sr oy

¢ ~ (), «) eloszlasu, ha slriségfiggvénye:
0: x<0

f - « 3
e) rA(a) xe e 0< x
ahol M'(a) = [ x*~". % dx

0
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Siiriiségfiiggvény
Abszolut folytonos eloszlasu valésziniiségi valtozék Példak
Normalis eloszlas

Standard normalis eloszlas

A ¢ valészinliségi valtozé standard normdlis eloszlasu, ha
srlségfliggvénye:

2
f(x)=—-e 'z (x €R).

T Ver
o 2 \° e P o P
[Toezdt) = [T ez dt-[7 ez ds=

n

2452 r

[ [ ez dtds () 2dp- [Pe T rdr=
27 2
2 - [—62]0 =27 =. ffooo \/% e 7 dt =1
2
eloszlasfiiggvény: ®(x) = - - [*_e = dt.
Jeldlése: N(0,1).
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Siiriiségfiiggvény
Abszolut folytonos eloszlasu valésziniiségi valtozék Példak
Normalis eloszlas

Normalis eloszlas

¢ valészinlségi valtoz6 standard normalis eloszlasu
= n = m+ o& normalis eloszlasu.
Eloszlasfliggvénye:

P(m+c§ < x) = P(§ < XZ1) = (X)),

[

x=m)?
yZawa pe . 7 . _ 1 —_
A siriségfuggvény: fimise(X) = N 202
Ez a normalis eloszlas m és o2 paraméterekkel, jelélése:

N(m, o?).
Forditva, ha n ~ N(m,o?), akkor =" ~ N(0,1).
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Siiriiségfiiggvény
Abszolut folytonos eloszlasu valésziniiségi valtozék Példak
Normalis eloszlas

Haranggorbe

I H=0, 02=0.2,=— ]
/\ H=0, 02=10,—
0.8 H=0, 02=50,= |
L / \ p=-2, 02=0.5,—| |
— 06
=0 ]
©
S oa
0.2 N
L /f ;\\ i
0.0 | -—= _/ N ——
e T L S S
X

o

abra: Normalis slrliségfliggvények

iklos Valészinliségszamita



Siiriiségfiiggvény
Abszolut folytonos eloszlasu valésziniiségi valtozék Példak
Normalis eloszlas

Tablazat

2 FUGGELEK

A standard normadlis eloszlédsfiiggvény tablazata

x [ 9@
0,00 [0,5000
0,01 [0,5040
0,02 [0,5080
0,03(0,5120
0,04|0,5160
0,05[0,5199
0,06 [0,5239
0,07]0,5279
0,08(0,5319
0,09 [0,5359
0,10]0,5398
0,11{0,5438
0,120,478
0,13]0,5517

X [o@ [ x [®@ [ x [ 0@
0,8150 1,35 0,0115 | 1,80 0,9641
0,8186 | 1,36 | 0,9131 || 1,81 |0,9649 | 2,5
0,82121,37|0,9147 || 1,82 | 0,9656 |
0,8238 1,38 0,9162 | 1,83 ] 0,9664
0,8264 1,390,917 | 1,84|0,9671
0.8289( 1,40 | 0,9192 | 1,85 | 0,9678 | =
0,8315 | 1,41 [ 0,9207 | 1,86 | 0,9686
0,8340 1,42 | 0,9222 | 1,87 | 0,9693
0,8365 | 1,43 [ 0,9236 | 1,88] 0,9699
0,8389 | 1,44 [ 0,9251 | 1.89| 0,9706 || 2,68 | 0,
0,84131,45]0,9265 | 1,90 0,9713 | 2,70 | 0,9965

438 1,46 |0,9279 | 1,91 0,9719 | 2,72 [0,9967
1,47/0,9202 [ 1,92| 0,9726 || 2,74 | 0,9969
1,480.9306 0,97321/2,76 | 0,9971

5]0,6736
50,6772
0,6808
0,6844
0,6879
0,6915
0,6950
0,6985
07019
0,7054
0,7088
07123
07157
07190

ou( 0,7224 1,49 0,9973
0,7257 1,50 , 0,9974
0,7291 1,51 ,96 10,9750 | 0,9976

0,7324 1,52

1,53

0,9756
0,9761

0,9977

5596
.56
5675
5714

0,5
0,
(

0,
0,
0.




Valésziniiségi vektorvaltozok

Meghatarozas

Definicié: £ : Q — RP p-dimenzi6s valészinliségi
vektorvaltozé, ha minden 1 < i < p-re &; valoszinlségi
valtozo.

Arat6 Miklés Valés égszamitas



Valésziniiségi vektorvaltozok

Meghatarozas

Definicio: ¢ : Q — RP p-dimenziés valésziniiségi
vektorvaltozo, ha minden 1 < i < p-re & valészinlségi
valtozo.

Definicio: A ¢ valoszinliségi vektorvaltoz6 diszkrét, ha
értékkészlete véges vagy megszamlalhato, azaz léteznek olyan
Xk p-dimenzios vektorok és A teljes esemeényrendszer, hogy

éz;&.x'é\k'
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Valésziniiségi vektorvaltozok

Meghatarozas

Definicio: ¢ : Q — RP p-dimenziés valésziniiségi
vektorvaltozo, ha minden 1 < i < p-re & valészinlségi
valtozo.

Definicio: A ¢ valoszinliségi vektorvaltoz6 diszkrét, ha
értékkészlete véges vagy megszamlalhato, azaz léteznek olyan
Xk p-dimenzios vektorok és A teljes esemeényrendszer, hogy

é = ;& * XA
Definicio: £ eloszlasfliggvénye:

Arat6 Miklés Valés égszamitas



Valésziniiségi vektorvaltozok

Meghatarozas

Definicio: ¢ : Q — RP p-dimenzids valoszinliségi
vektorvaltozo, ha minden 1 < j < p-re & valésziniségi
valtozé.
Definicio: A ¢ valoszinliségi vektorvaltoz6 diszkrét, ha
értékkészlete véges vagy megszamlalhato, azaz léteznek olyan
Xk p-dimenzios vektorok és A teljes esemeényrendszer, hogy
§= ;& " XAk
Definicio: ¢ eloszlasfiiggvénye:
Fe(x) == P(&1 < x1,...,&p < Xp)-
Definicio: ¢ abszolut folytonos eloszlasu, ha 3f > 0, hogy

X1

Xp
Fe(x)= [ - | f(s1,...,8p)dsp...dsy. f:

—00

suriiségfiuggveény.
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Valésziniiségi vektorvaltozok

Az {1,2,3,4} szamokbdl hdzunk visszatevés nélkil. Jeldljuk
X-el az els6 huzott szamot és Y-al a masodikat.
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Valésziniiségi vektorvaltozok

Az {1,2,3,4} szamokbdl huzunk visszatevées nelkil. Jeldljuk
X-el az els6 huzott szamot és Y-al a masodikat.
Ekkor P(X =1, Y =j) = 11—2,ha 1<i,j<4,i+#jés0kilénben.
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Valésziniiségi vektorvaltozok

Az {1,2,3,4} szamokbdl huzunk visszatevées nelkil. Jeldljuk
X-el az els6 huzott szamot és Y-al a masodikat.
Ekkor P(X =1, Y =j) = 11—2,ha 1<i,j<4,i+#jés0kilénben.

Egy kisérletnek k kilbnb6zd kimenetele lehet. Az j-edik
kimenetel valészinlisége p;. Jeldljik n;-vel az i-edik kimenetel
gyakorisagat n figgetlen kisérletbdl. Ekkor
Pim=hmn=h,....,nx=Ik) = W}_MP?PSWPKO <

i,y + ..., Ik = n(multinomialis eloszlas)
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Valdsziniiségi vektorvaltozok

Kétdimenzids normalis eloszlas

Sirlségfiggvény:
1

M) = ey i ¢

com Lt ( (52 -2 (250) (150) = (22
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Valésziniiségi vektorvaltozok

Eloszlasfiiggvény tulajdonsagai

Tétel (biz. nélkll): F pontosan akkor egy p-dimenzios
valészinliségi valtozé eloszlasfliggvénye, ha teljeslinek a

kdvetkezok:
1) F minden valtozéban monoton névo.
2) X,QTOO Fe(x)=0(i=1,...,p)és x,»/+o|<i>T:1 ..... ) Fe(x)=1.
3) F minden valtozéban balrdl folytonos, és jobbrél Iétezik a
limesze.
4) Minden ax < b, (k=1,...,p) esetén
S (=X Ferar+(1—e1)by s ... , epap+(1—ep)bp) >0
ei=0;1

Egy ¢ valoszinliségi vektorvaltozéra az utolso 6sszeg pont
P(ak <&k < b,k = 1,...,,0).

Arat6 Miklés Valészinliségszamitas



Flggetlen valésziniiségi valtozok

Meghatarozas
Definicio: A &q,..., &, valc’)szin(]ségi valtozok fiiggetlenek, ha
P(&4 < X1,....6n < Xn) = H Fe,(x;) minden xi, ..., Xp-re.

Definicio: A &y, &, .. valoszmuseg| véaltozék fuggetlenek, ha
minden n-re &4, ..., &n flggetlenek.
Legyenek &1, . . ., &, diszkrétek. Ekkor pontosan akkor

n
figgetlenek, ha P(& = xi,...,&n = xp) = [] P(& = Xx;) minden
Xj-re. =
Legyenek &4, ..., &, abszolut folytonos valészinliségi valtozok.

n
It a fliggetlenség ekvivalens azzal, hogy f:(x) = [] f,(x)-
- i=1
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Flggetlen valésziniiségi valtozok

Megjegyzések

&1,...,&n figgetlenekre {&1 € By}, ..., {&n € By} fuggetlen
események minden "szép" B;, ..., B, halmazra.

Konstans val6szinliségi valtozé minden valészinlségi
valtozotdl figgetlen.

Legyenek &1, ..., &, fUggetlenek és gj-k "szép" fliggvények.
Ekkor g1(&1), - .., 9n(&n) is figgetlenek.

Legyenek &1, ..., &, fliggetlenek és h "szép", k-valtozés
faggvény. Ekkor h(&q, ..., &k), ke, - - -, &n IS flggetlenek.
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Flggetlen valésziniiségi valtozok

Konvolucids formula

Legyenek ¢ és n fliggetlen, abszolut folytonos valdszinliségi
valtozék. Ekkor ¢ + n is abszolut folytonos eloszlasu, és
sﬁrﬁségfﬂggvénye

fern(X f fe(x —y) - f(y) dy = f fe(y) - f,(x — y) dy.
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Flggetlen valésziniiségi valtozok

Exponencialisak konvolucidja

&1,. .., &n flggetlen A-exponencidlis valoszinliségi valtozok
=&+ ...+ & =
0 x<O0

Xn—1 _)\n_e—Ax

e X > 0
Bizonyitas: n-re vonatkozé teljes indukcié

n =1 rendben . Tegylk fel, hogy n-ig igaz az éllitas.

= (n+1)-re:

Allitas: 7, siir(iségfiiggvénye gn(x) = {

[e.9]

f§1+.--+fn(x - y) ' f§n+1 (y) dy =
00 \——— N —
In(x=y) a1(y)

In+1(X) = fle, 1 repren (X)) = /

0 _ y\n—1yna—A(x—y)
— / (X y) >\ e )\e—)\ydy —
0

(n—1)!
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Flggetlen valésziniiségi valtozok

"Buszok szama"

Olyan autébuszjarat, ahol a buszok kdvetési ideje egymastél
flggetlen, azonos A-exponencialis eloszlasu.

&4 : az elsd busz beérkezési ideje, & : az elsd és a masodik
busz érkezése kdzotti idd, stb. N busz érkezik [0, t)-ben.

P(N = n) = P(N > n)—P(N > n+1) = P(ijp < )= P(nps1 < t) =

t Xn—1)\ne—)\x t Xn)\n—He—)\x
A M—U!W_A =

t pun_1o-_Jxg
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Flggetlen valésziniiségi valtozok

Normalisak konvolulciéja

Legyenek X és Y fuggetlen normdlisak,
X ~ N(0,1), Y ~ N(0, s?). Ekkor 6sszeguik siirtiségfliggvénye.

Z J%—Wexp{—(xzy)z} \/21?3 exp{—zy—;} dy =
;

etvo{-) oo [0

Lt e VT =02 gy
e 2<1+32>}_L on 2 exp{ 2% }dy
1+s
X ~ 2
s o ade = XY~ N0+ )
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Flggetlen valésziniiségi valtozok

Normalisak konvoluciéja (folyt.)

Legyenek £ és n figgetlen normalisak,
€~ N(u1,02),mn ~ N(ug,05). Ekkor 6sszeguk:

g4 =oy (G4 21 “2)+M1+M2
M_}_QMNN(O,1+%):>
1
€ 2 2
o (S50 + g25t2) ~ N(O.of 4 o) =

§+n~ N(u1 + pz, 0% + 03)
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