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Feltételes varhato érték

Meghatarozas

Definicié: P(A) > 0, ¢ diszkrét és véges varhaté értéki, ekkor
¢ feltételes varhato értéke az A feltételre nézve:

E(€1A) = X P& = xk/A)
> okl P& = xklA) = 3kl P < oy 3 bkl PLE = )

Arat6 Miklés Valészinliségszamitas



Feltételes varhato érték

Teljes varhato értek tétel

Tétel: ¢ diszkrét valészinliségi valtoz6 véges varhato értékkel
és Ay, Ao, ... teljes eseményrendszer, ahol 0 < P(A;). Ekkor
E& =5 E(¢[An) - P(An).

Bizon{;ités:

; E(¢|An) - P(An) = ; ; Xic - P(§ = Xk|An) - P(An) =

Zk:Xk . Zn: P(f = Xk’An) . P(An) = zk:Xk . P(f = Xk) = Ef
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Feltételes varhato érték

Wald-azonossag

Xi, Xo, ... flggetlen, azonos eloszlasu valészinliségi valtozok,
amelyekre létezik EX;, és N egy tolik figgetlen pozitiv,
egészértékl valoszinlségi valtozo.

Ekkor E(X; + ... Xny) = EX; - EN.

P(Xy +...+ XN =y|N=n)= P(X1+P(+Aj<"n)y»’\’ n _
P(X1—|—...+Xn—y):>E(X1—|— .+ Xy=y|IN=n)=n-EX
=

EXi+...+XN) =S EX+...+ XyIN=n) - P(IN=n) =
n=1

S n.EX; - P(N = n) = EX; - EN

n=1
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Feltételes varhato érték

Geometriai eloszlas

P(n=k)=(1—p)*"-p,ahol k > 1.
En=> k-(1-p)"-p.

k=1
A : az elso kisérlet sikeres

En = E(n|A) - P(A) + E(n]A) - P(A) =
En=1-p+(1+En) (1-p)=En=;

Véarhatéan mikor lesz meg mind a 24 térpink?
S+ +.. . +%+20-90623
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Feltételes varhato érték

szimmetrikus bolyongas

¢ : lépések szama n-bdl 0-ba (n > 0), v(n) := E¢.
A : az els0 Iépésben jobbra léplink =
E¢=E(A)- 3 +E(EA) -5

E¢A) =1+v(n+1)ésEEA =1+v(n—-1)=
2v(n)=2+v(n+1)+v(n—-1)

v(0) =0
vin+1)—v(n)=v(n)—v(n—-1)-2=...=v(1)—v(0)—2n.
=

v(n) =v(n)—v(n—1)+v(n—1)—v(n—-2)+...+v(1)—v(0)+v(0)
=n-v(1)—=n(n-1)=n(v(1)—(n—1)) >0=v(1) >n—1
minden n-re = v(1) = +oc0 =

szimmetrikus bolyongasndl varhatéan végtelen sok Iépésben
térink vissza a kiindulasi pontba.
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Valésziniiségi vektorvaltozok Fuggetlen valosziniiségi valtozok

Meghatarozas

Definicio: £ : Q — RP p-dimenziés valosziniiségi
vektorvaltozé, ha minden 1 < i < p-re &; valoszinliségi
valtozo.
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Valésziniiségi vektorvaltozok Fuggetlen valosziniiségi valtozok

Meghatarozas

Definicio: ¢ : Q — RP p-dimenzios valésziniiségi
vektorvaltozo, ha minden 1 < j < p-re &; valészinliségi
valtozo.

Definicio: A ¢ valészinliségi vektorvaltozé diszkrét, ha
értékkészlete véges vagy megszamlalhaté, azaz Iéteznek olyan
Xk p-dimenzids vektorok és A, teljes eseményrendszer, hogy

§:;&'XA;<'
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Valésziniiségi vektorvaltozok Fuggetlen valosziniiségi valtozok

Meghatarozas

Definicio: ¢ : Q — RP p-dimenzios valésziniiségi
vektorvaltozo, ha minden 1 < j < p-re &; valészinliségi
valtozo.

Definicio: A ¢ valészinliségi vektorvaltozé diszkrét, ha
értékkészlete véges vagy megszamlalhaté, azaz Iéteznek olyan
Xk p-dimenzids vektorok és A, teljes eseményrendszer, hogy
£= ; Xk * XAy

Definicio: ¢ eloszlasfiiggvénye:

Fe(x) == P(& < x1,...,&p < Xp).
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Valésziniiségi vektorvaltozok Fuggetlen valdsziniiségi valtozok

Meghatarozas

Definicio: ¢ : Q — RP p-dimenzids valoszinliségi
vektorvaltozo, ha minden 1 < i < p-re &; valészin(iségi
valtozé.

Definicio: A ¢ valészinliségi vektorvaltozé diszkrét, ha
értékkészlete véges vagy megszamlalhaté, azaz Iéteznek olyan
Xk p-dimenzids vektorok és A, teljes eseményrendszer, hogy
§= ;& * XAk

Definicio: ¢ eloszlasfiiggvénye:

Fe(x) := P(&1 < x1,...,6p < Xp)-

Definicio: ¢ abszolut folytonos eloszlasu, ha 3f > 0, hogy

X1 Xp
Fe(x)= [ - | f(s1,...,8p)dsp...ds1.
suriaségfiggvény.
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Valésziniiségi vektorvaltozok Fuggetlen valosziniiségi valtozok

Az {1,2,3,4} szdmokbdl huzunk visszateves nelkil. Jeldljuk
X-el az els6 hlazott szamot és Y-al a masodikat.
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Valésziniiségi vektorvaltozok Fuggetlen valosziniiségi valtozok

Az {1,2, 3,4} szamokbdl hdzunk visszatevés nélkil. Jeldljuk
X-el az elsd hlizott szamot és Y-al a masodikat.
Ekkor P(X =1, Y =)) = 11—2,ha 1<i,j<4,i+#jés0kilénben.
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Valésziniiségi vektorvaltozok Fuggetlen valosziniiségi valtozok

Az {1,2, 3,4} szamokbdl hdzunk visszatevés nélkil. Jeldljuk
X-el az elsd hlizott szamot és Y-al a masodikat.
Ekkor P(X =1, Y =)) = 11—2,ha 1<i,j<4,i+#jés0kilénben.

Egy kisérletnek k kildnbdz6 kimenetele lehet. Az j-edik
kimenetel valészinlisége p;. Jeldljik n;-vel az i-edik kimenetel
gyakorisagat n fliggetlen kisérletbdl. Ekkor
Pim=hme="h,....,nx=1I) = WP?PS---PLK’O <

li, i + ..., Ik = n(multinomialis eloszlas)
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Valésziniiségi vektorvaltozok Fuggetlen valosziniiségi valtozok

Kétdimenzids normalis eloszlas

Sirlségfiggvény:
1

f(X7y) - 2noiopy/1—p? x

com Lt ( (52 - (25) (15) = (22°)
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Valésziniiségi vektorvaltozok Fuggetlen valosziniiségi valtozok

Eloszlasfliggvény tulajdonsagai

Tétel (biz. nélkdl): F pontosan akkor egy p-dimenzios
valészinliségi valtozé eloszlasfliggvénye, ha teljeslinek a

kdvetkezok:

1) F minden valtozéban monoton ndvo.

2) i F, =0(i=1,... : li Fe(x)=1.
) im Fe()=0(i=1....p)és  lim  F(x)

3) F minden valtozéban balrdl folytonos, és jobbrdl 1étezik a

limesze.

4) Minden ax < b, (k=1,...,p) esetén

ei=0;1

Egy ¢ valoszinliségi vektorvaltozéra az utolso 6sszeg pont
P(ak <& < bk,k: 1,...,p).
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Valésziniiségi vektorvaltozok Fuggetlen valdsziniiségi valtozok

Meghatarozas
Definicio: A¢&q,.... &, valészinl’jségi valtozék figgetlenek, ha
P& < X1,y...,én < Xn) = H Fe,(xi) minden xq, ..., Xp-re.

Definicio: A &y, &, .. valoszmusegl véaltozék fuggetlenek, ha
minden n-re &1, ..., & flggetlenek.
Legyenek &1, . . ., &, diszkrétek. Ekkor pontosan akkor

n
fuggetlenek, ha P(&1 = xy,...,&n = Xn) = ] P(& = x;) minden
i=1

Xj-re.
Legyenek &4, ..., &, abszolut folytonos valészinliségi valtozok.

n
Itt a fliggetlenség ekvivalens azzal, hogy f:(x) = [] f,(x;).
- i=1
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Valésziniiségi vektorvaltozok Fuggetlen valdsziniiségi valtozok

Megjegyzések

&1,...,&n fuggetlenekre {&1 € By}, ..., {&n € By} fuggetlen
események minden "szép" B;, ..., B, halmazra.

Konstans val6szinliségi valtozé minden valészinlségi
valtozotdl figgetlen.

Legyenek &4, ..., &y, fliggetlenek és g;-k "szép" figgvények.
Ekkor g1(&1), - - -, gn(&n) is fUggetlenek.

Legyenek &4, ..., &, fliggetlenek és h "szép", k-valtozés
faggvény. Ekkor h(&q, ..., &k), Ekat, - - -, En IS fUggetlenek.
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Valésziniiségi vektorvaltozok Fuggetlen valdsziniiségi valtozok

Diszkrét konvoluciés formula (emlékeztetd)

Legyenek ¢ és n figgetlenek, értékkészletik pedig {xx} és
it

P(€+77=Z):P(XH:Z{ﬁzxk,??:}’/}):

>, Pl=xon=y)= > P=xk) P(n=y).

Xk+YiI=2 Xk+YiI=z
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Valésziniiségi vektorvaltozok Fuggetlen valdsziniiségi valtozok

Konvoluciés formula

Legyenek ¢ és n fliggetlen, abszolut folytonos valdszinliségi
valtozék. Ekkor ¢ + n is abszolut folytonos eloszlasu, és

s[]rt’]ségf(]ggvénye
fern(X f fe(x —y) - f,(y) dy = f fe(y) - fy(x — y) dy.
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Valésziniiségi vektorvaltozok Fuggetlen valdsziniiségi valtozok

Exponencialisak konvolucidja

&1,...,&n fUggetlen A-exponencidlis valoészinlségi valtozok
=& +...+& =

e 0 x<0
Allitas: 7, srlségfiggvénye gn(X) = ¢ o1y 2
Bizonyitas: n-re vonatkoz¢ teljes indukcio

n =1 rendben . Tegyik fel, hogy n-ig igaz az éllitas.

= (n+1)-re

Ins1(X) = f(€1+...+§n+5n+1)(x) = / ferraen(X —Y) e, (y)dy =
00 N—— N —
gn(x—y) 91(¥)

00 (X _ y)n—1)\ne—>\(x—y)
_/0 (n—1)! B

X
/0 n(x —y)"dy = XA e (x > 0).

)\n+1 e AX

= e Ndy =
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Valésziniiségi vektorvaltozok Fuggetlen valdsziniiségi valtozok

"Buszok szama"

Olyan autébuszjarat, ahol a buszok kdvetési ideje egymastol
flggetlen, azonos \-exponencialis eloszlasu.

& : az els6 busz beérkezési ideje, &> : az elsd és a masodik
busz érkezése kozotti id, stb. N busz érkezik [0, t)-ben.

P(N = n) = P(N = n)—P(N = n+1) = P(nn < )=P(1n41 < t) =

t yn—1yna—Ax t ynyn+14—Ax
x""\"e x"\"le
/dx—/ XA e o —
0 0

(n—1) n!

n t t na-At
A / nx"" e Mdx — / x" e Mdx = m,
n! 0 0 n!

—_—

[xne— x|t — [¥ nxn—Te—xdx

Arat6 Miklés Valészinliségszamitas



Valésziniiségi vektorvaltozok Fuggetlen valdsziniiségi valtozok

Normalisak konvoluciéja

Legyenek X és Y fuggetlen normdlisak,
X ~ N(0,1), Y ~ N(0, s?). Ekkor 6sszegiik siiriségfliggvénye.

o0

_v)2 2
T ool 2%} ol £) -
©o 2 2\ _5g2
Fraop{ -k} ] ew{ KL bdy
1 2 VT 4 =22\ g —
V2n(1+s2) p{ 2(1+32)}—f 2522exp{ 21i22 }dy_
1+s s
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Valésziniiségi vektorvaltozok Fuggetlen valdsziniiségi valtozok

Normalisak konvolucioja (folyt.)

Legyenek ¢ és n figgetlen normalisak,
€ ~ N(u1,02),n ~ N(uz,03). Ekkor dsszeglk:

f—'—’[’]:o’1 (E M1_|_UZ77 M2>+M1+M2
&= M1+02?7 uzNN(01+Uz)

o1 02

o1 (M + Qw) ~ N(0,0% +03) =

g9 (o] g2

E+m~ N + p2,02 + 03)
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Abszolut folytonos eloszlasu valtozok varhato értéke

Meghatarozas és tulajdonsagok

Definicio: ¢ > 0 abszolut folytonos eloszlasu, ekkor
E¢ = [px - fe(x) dx.

Definicio: ¢ abszolut folytonos eloszlasu, ekkor
E¢ = EST — E€, hamin(EET, EET) < oo.

Eg(§) = [g a(x) - fe(x) dx
§>0= E¢= [(°(1 - Fe(y)) dy

&, n fuggetlenek, E|¢|, E|n| végesek. = E|¢ - n| is véges és
E(¢-n) = E(£) - E(n).
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Abszolut folytonos eloszlasu valtozok varhato értéke

Abszolut folytonos eloszlasu példak

1) ¢ ~ E(a,b) esetén E¢ = [Px . ;1 dx = 252,
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Abszolut folytonos eloszlasu valtozok varhato értéke

Abszolut folytonos eloszlasu példak

1) ¢ ~ E(a,b) esetén E¢ = [Px . ;1 dx = 252,

2) A-exponencialis eloszlas varhat6 értéke
E¢=[CeVdy =1
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Abszolut folytonos eloszlasu valtozok varhato értéke

Abszolut folytonos eloszlasu példak

1) ¢ ~ E(a,b) esetén E¢ = [Px . ;1 dx = 252,

2) A-exponencialis eloszlas varhat6 értéke
E¢=[CeVdy =1

X2
3) £~ N(0,1) esetén E¢ = [* x- \/% .e~z dx =0, hiszen
a slrlségfliggvény szimmetrikus, igy az integralban egy

paratlan fliggvény szerepel (tovabba az integral
2

konvergens, mert elég nagy x-re x - e~z fellilrd|
becsllhetd az e * fliggvénnyel).

Altalanosan pedig m + o¢ ~ N(m, o?) esetén
Em+o&)=m+o-E{=m.
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