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Abszolut folytonos eloszlasu valtozok varhato értéke

Meghatarozas és tulajdonsagok

Definicio: ¢ > 0 abszolut folytonos eloszlasu, ekkor
E¢ = [px - f:(x) dx.

Definicié: ¢ abszolut folytonos eloszlasu, ekkor
E¢ = E¢t — E€, hamin(EET, EET) < oo.

Eg(¢) = Jpa(x) - f(x) ax
§20=EC= [7(1- Fe(y)) dy

&, n fuggetlenek, E|¢|, E|n| végesek. = E|¢ - n| is véges és
E(¢-n) = E(&) - E(n).
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Abszolut folytonos eloszlasu valtozok varhato értéke

Abszolut folytonos eloszlasu példak

1) ¢ ~ E(a,b) esetén E¢ = [P x- 51 dx = 2P,
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Abszolut folytonos eloszlasu valtozok varhato értéke

Abszolut folytonos eloszlasu példak

1) ¢ ~ E(a,b) esetén E¢ = [P x- 51 dx = 2P,

2) \-exponencidlis eloszlas varhato6 értéke
E¢= [;°e M dy=1.
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Abszolut folytonos eloszlasu valtozok varhato értéke

Abszolut folytonos eloszlasu példak

1) ¢ ~ E(a,b) esetén E¢ = [P x- 51 dx = 2P,

2) \-exponencidlis eloszlas varhato6 értéke
E¢= [;°e M dy=1.

x2
3) £~ N(0,1) esetén E¢ = [* x- \/%7 .e~z dx =0, hiszen
a slirlségfiggvény szimmetrikus, igy az integralban egy

paratlan fliggvény szerepel (tovabbé az integral
X2

konvergens, mert elég nagy x-re x - e~ = felllrdl

becsllhetd az e~ fuggvennyel).

Altalanosan pedig m + o¢ ~ N(m, 0?) esetén

E(m+of)=m+o-E{=m.
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Momentumok Szérasnégyzet

Momentumok

Szérasnégyzet

Definicio: D?¢ = E(¢ — E¢)? a ¢ valészinliségi valtozé
szorasnégyzete, ha az E¢ létezik és véges.

Definicio: ¢ szérasa a sz6rasnégyzet négyzetgyoke, azaz
D¢ = /D2¢.

1) A szbérasnégyzet mindig nemnegativ.

2) D?¢ < 00 & EE? < 0
Ugyanis: (<) €] <1+ |€]? és E€? < oo miatt E¢ < oo, igy
(& — E€)? <2(6% + E?), (=) €2 < 2((¢ — E&)® + (E€)?).
3) DP¢ = E€? — (E¢)?:, D?¢ = E(¢ — E€)* =
E(¢? — 2¢E¢ + (E€)?) = E€? — 2EEEE + (E€)?.

4) Minden A valés szamra E(¢ — A)? > D?¢ :
E(¢— A)? = E(¢%2 — 2A¢ + A?) =
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Momentumok Szérasnégyzet

Momentumok

Szo6rasnégyzet (folyt.)

By D’ =0 ¢=c:
Ha¢=rc,akkoré —E€ =c—c=0= E(¢ - E€)? =0.
Ha E(¢ - E€)P =0= (( - E€P=0=¢ = E¢

6) D?(a¢ + b) = &2D?¢ ;

E(a¢ +b— aE¢ — b)? = E(&°(¢ — E¢)?) = &E(¢ — E€)?.
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Momentumok Szérasnégyzet

Momentumok

Szo6rasnégyzet (folyt.)

7) &,&,...,&, paronként figgetlenek és
n
D?¢,...,D%¢ < oco= DP(& + ...+ &) = > D3¢ .
i=1

D2(& + ...+ &) = E( ij(g,- —Eg)%=
E( (6 - EGR+ (& — E&)(& — EE)) =

i=1 i#]
> E(&— EG)P+Y E((& - ES)(G — EY)).
= ~——— i
D2¢; =E(¢—E&;)-E(§—E¢;)=0-0
D? (i Cif/) = i c2D?¢;.
i=1 i=1
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Momentumok Szérasnégyzet

Momentumok

Szérasnégyzet példak

1) Aindikatoranak szérasnégyzete
D%y 4 = E)(%—(EXA)2 = EXA—(EXA)2 = P(A)-(1—-P(A)).

2) ¢ ~ B(n,p) (binomialis valosziniiségi valtozo)
X1,...,X,, figgetlen p-ind. = X; +...+ X, ~ B(n,p) és
D?¢ = D?(X1+...+Xn) = D?°Xy+...+D?X, = n-p-(1—p).

3) n A-exponencialis valoszinliségi valtozo,
En= %
En? = [°x2-X-eadx = [x3(—e™™)|+ o~ 2x-e M dx
az dsszeg elsd tagja 0, az integral
%fooox-)\-e*“ dXz%En:>En2:—
DPn = Enf — (En)® = 3
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Momentumok Szérasnégyzet

Momentumok

Szérasnégyzet példak (folyt.)

4) ¢ ~ N(0,1) (normalis eloszlasu valészinliségi valtozo)
E¢=0= D?¢=E = [~

o0

o o 2
L ix-(—e” ] +/ —— e 2dx=1.
e e I =

=1

2
2 1 _x
- —_— 2 =
X me ax

M‘*,\,

Altalanosan m + o¢ ~ N(m, o?)
D?(m + ¢€) = 02 - D?¢ = o°.
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Momentumok Szérasnégyzet

Momentumok

Szérasnégyzet példak (folyt.)

5) n ~ A-Poisson.
En=\

00 PN
E772:Zk2‘)\/f| _Zk (k 1)|:

k
z?ke;. 2(,” =2 )+ (\) =
D2n—E77 (En)z—)\2+)\—)\2:)\.
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Momentumok Szorasnégyzet

Momentumok

Momentumok és centralis momentumok

Definicio: ¢ k-adik momentuma: E¢k
Definicio: ¢ k-adik abszolut momentuma: E|¢|
Definicio: ¢ k-adik centralis momentuma: E(¢ — E¢)X

Definicio: ¢ k-adik abszolut centralis momentuma:
E|¢ — E¢|<.
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Median
Egyéb numerikus jellemz6k Kvantilisek
Moduszok

Median

Tudjuk, hogy minden A valés szamra E(¢ — A)?2 > E(¢ — E€)2.
Mit mondhatunk E|¢ — A|-rél?
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Median
Egyéb numerikus jellemz6k Kvantilisek
Moduszok

Median

Tudjuk, hogy minden A valés szamra E(¢ — A)?2 > E(¢ — E€)2.
Mit mondhatunk E|¢ — A|-rél?
Keressuk az F(x) = % egyenlet megoldasat:

[}
[ ]
. >
" »*

Amennyiben 3lxo : F(Xo) = 5, Ggy a median: m = Xo.
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Median
Egyéb numerikus jellemz6k Kvantilisek
Moduszok

Median (folyt.)

Amennyiben {x : F(x) = 3} intervallum, Ggy a median:
. inf{x:F(X):%}—l—max{x:F(x):%}_
= 5 .

Az el6z6 2 esetben P(¢ < m) = P(¢ > m) = .
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Median
Egyéb numerikus jellemz6k Kvantilisek
Moduszok

Median (folyt.)

Amennyiben

Ix:F(x) =1 = 3x0: P& < X) = F(x) < 3, P& < x0) >

]
. 2 29
ugy a median: m= xp:

K
o—/
4
2
% =

El¢ — Al > E|¢ — m| (biz. nélkiil)
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Median
Egyéb numerikus jellemz6k Kvantilisek
Moduszok

Median (példa)

Amennyiben x; < X < - -+ < X, a lehetséges értékek és

P=x1)=PE=x)==PE=x)=71=
. . Xp+Xn,
paros n eseten m = 24—,

paratlan n esetén m = Xp1
2
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Median
Egyéb numerikus jellemz6k Kvantilisek
Moduszok

Kvantilis

p-adrend{ kvantilis: median altalanositasa } helyett
0<p<i-re.

Amennyiben 3!xy : F(xp) = p = Qp = Qp(£) = Xo.

amennyiben {x : F(x) = p} intervallum
=~ Q, = inf{x:F(x)=p}+max{x:F(x)=p}
P 2 )

Amennyiben
X0 : P(§ < xo0) = F(X0) < p, P(§ < X0) > p= Qp = Xo.
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Median
Egyéb numerikus jellemz6k Kvantilisek
Moduszok

Nevezetes kvantilisek

Qo5 : median

Qo.05, Qo 75 : alsé és felsd kvartilis

Qk/100 . k-adik percentilis (k =1 727 s 99)
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Median
Egyéb numerikus jellemz6k Kvantilisek
Moduszok

"200 éves esemény"”

Legyenek &1, o, ... flggetlen, azonos eloszlasuak,
P(&i > Qoo 5%) = 0,5%.

N :=min{n: & > Qog 59}

= EN =200

"200 éves esemény": félreérthetd6 megfogalmazas
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Median
Egyéb numerikus jellemz6k Kvantilisek
Méduszok

Moddusz

Diszkrét eloszlas esetén, ha x; < x» < ... alehetséges
értekek, p; = P(¢ = x;)-k a valoszinlisegek, akkor x; az
eloszlas médusza, ha p; a {p;} sorozat lokalis maximumbhelye.

Abszolut folytonos eloszlas esetén x az eloszlas médusza, ha
a slirliségfiggvény lokalis maximumhelye.

unimodalis eloszlas: 1 médusz van, bimodalis eloszlas: 2
modusz van, ...
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Median
Kvantilisek
Méduszok

Egyéb numerikus jellemzok

Modusz (példa)

N(u,0?) esetén u a varhaté érték, a median és a modusz is.

Mormal Distribution
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Frobability
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Kovariancia

Kovariancia és korrelacio

Definicio: ¢ és n valdszinliségi valtozék kovarianciaja
cov(&,n) = E{(§ — E§)(n — En)},
korrelacioja R(¢, n) = corr(€, 1) = 552,

Tulajdonsagok:
1) cov(&,m) = E(-n) — ES- En.

) [R(Em)<1:

Cauchy
[cov(&,n)| = [E{(¢ — E§)(n— En)}| <
VE( — E€)?- E(n— En)? = D¢ - D,
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Kovariancia

Cauchy-egyenlbtlenség

Tétel:Tetszbleges véges varhaté értékil X, Y v.v.-ra
(E(XY))? < EX?EY?

Bizonyitas:

Tetsz6leges valds A-raigaz, hogy 0 < E(X — \Y)2 =
0 < N2EY2 — 20E(XY) + EX2 = 4 (E(XY))? — 4EX2EY2 < 0.
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Kovariancia

Kovariancia és korrelacié tulajdonsagok

) |R(&,m)| =1 < létezik a # 0 és b, hogy ¢ = an + b.
Biz.: <
Iétezik ilyen aés b= ¢ — E¢ = a(n — En), D?¢ = 8°D%n =
|a|Dn’ COV(&U) = aE("] — E’I’])2 = aDZ'/] =

_ — a
R Dby = 13
=

(f an_f 1 E
5/ = 777 Dnn =

E¢ = En =06és D2§’ =D%=1=>
E(€n)=1,E( —n')? = E€? —2E(E')) + En* =0 =

=n=

¢ az n-nak linearis transzformaltja
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Kovariancia

Kovariancia és korrelacié tulajdonsagok

4) ¢ ésn fuggetlenek = R(¢,n) =0
cov(é,n) = E(¢n) — E€-En=E¢-En— E¢- En=0.

5) min E(¢—an—b)2 = E(¢—my—r-2-(n-mp))? = (1-r2)-0%,

ahol my = E¢, mp = En, 05 = D?¢, 05 = D?p és

r=R(&,n).

Biz.:

E(¢—an—b)? = E(&—my —a(n— mp) + my —amy — b)* =

=02+ P05+ (m —amy— b )2—2a-cov(én) =
=M —army =r-o4-02

20'124-320'5—23-1’0'10'2:(1 —r?)- 02 + (a0 — roq)? =

(aoo—roq)2—réo?
a=r-2t

02
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Markov- és Csebisev-egyenlotienség

Egyenldtlenségek

Tétel: [Markov-egyenldtlenség]: Legyen £ nemnegativ
valoszinlségi valtozo, amelynek létezik az E¢ varhat6 értéke,
tovabba legyen c pozitiv szam. Ekkor P(¢ > ¢) < £-.
Bizonyitas: Csak diszkrétekre.

E¢ = EijkP(g =xk)> Y, xP(=xk)> > cP(=

k:xx>c k:xx>c
Xk) = P({ = )

Tétel[Csebisev-egyenlbtlenség]: Ha ¢ szérasnégyzete véges,
azaz D?¢ < oo, valamint 0 < ), akkor teljesil a

P(§ - E§l > A) < a—zf egyenldtlenség.

Bizonyitas: A Markov-egyenlétlenségbdl kbnnyen adddik,
hiszen az 7 := (¢ — E€)? valasztassal P(n > \2) < £7 = 2%,
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Markov- és Csebisev-egyenlotienség

Példa

Egy part szavazétaborat szeretnénk megbecsuini ugy, hogy
legalabb 0, 95 valészinlséggel legfeljebb 1%-ot tévedjink.
Jeldlje N az 6sszes ember, M a kérdéses partra szavazok, n
pedig a megkérdezettek szamat, ekkor p := %-et akarjuk jol
kdzeliteni. Legyen tovabba x; értéke 1, ha az i-edik
megkérdezett az adott partra szavaz és 0 kiilébnben. Ekkor a

n N
egyenldtlenségnek kell teljestilnie, ami pontosan akkor igaz, ha
P (|42 — p| > 0,01) < 0,05. A Csebisev-egyenl6tlenség
X{4...4Xn
alapjan P (|4+=20 _ p| > 0,01) < %,

1 D2(S x) 2 .np(1—p) 1
2 D7 (22 X 2 __10000-p(1—p) 10000 7
’ ’ 0,012 - n < n S 0 tehat

gam)zogs

ahol
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