Val6szinliségszamitas
7. eléadas

Arato Miklos

2024.03.25.

Arat6 Miklés Valészinliségszamitas



Tartalomjegyzék

o Kovariancia
Q Markov- és Csebisev-egyenldtlenség
9 Nagy szamok térvénye

e Konvergenciak

Arat6 Miklés Valészinliségszamitas



Kovariancia

Kovariancia és korrelacio

Definicio: ¢ és 1 valdszinliségi valtozék kovarianciaja
cov(¢,n) = E{(& — E€)(n — En)},
korrelacioja R(¢, 1) = corr(&, ) = %55,

Tulajdonsagok:
1) cov(&m) = E(§-n) — ES- En.

) [R(En)<1:

Cauchy
[cov(&,n)| = [E{(¢ — E§)(n— En)}| <
VE(§ — E€)? - E(n— En)? = D¢ - Dn.

Arat6 Miklés Valészinliségszamitas



Kovariancia

Cauchy-egyenlbtlenség

Tétel:Tetszbleges véges varhaté értéki X, Y v.v.-ra
(E(XY))? < EX2EY?

Bizonyitas:

Tetsz6leges valés A-ra igaz, hogy 0 < E(X — \Y)? =
0 < N2EY2 — 20E(XY) + EX? = 4 (E(XY))? — 4EX2EY2 < 0.
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Kovariancia

Kovariancia és korrelacié tulajdonsagok

3) |R(&,n)| =1« létezik a+# 0 és b, hogy £ = an + b.
Biz.: «
létezik ilyen a és b = ¢ — E¢ = a(n — En), D?¢ = &D%n =
= |a|Dn, cov(¢,n) = aE(n — En)? = aD?n =

_ abP®p _ a
R = raiouy = 14
=
@m—1 .
g = SEE o = 1

Eg’—En =06sD?¢'=D% =1=

E(&n) =1,E( —f 2 = E€? — 2E(¢'y) + En® = 0=
§=n=

¢ az np-nak linearis transzformaltja
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Kovariancia

Kovariancia és korrelacié tulajdonsagok

4) ¢ és 1 fuggetlenek = R(¢,1) =0

5) min E(¢—an—b)2 = E(¢—my—r-2-(1-mp)? = (1-r%)-,

ahol my = E¢, mp = En, 02 = D?¢, 03 = D1 és

r=R(,n).

Biz.:

E(¢—an—b)? = E(¢—my —a(n—m)+my —amy — b)? =

=02 + 2203 + (M — amp — )2 —2a-cov(¢,n) =
———

=r-ogq-02

:g12_|-a2<7§—2a.ra102:(1 —I’z)-(712—|—(302—l'(71)2:>

b
—~—
=my—ams

(aoo—roy )2—1’2012
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Markov- és Csebisev-egyenlotlenség

Egyenlbtlenségek

Tétel: [Markov-egyenldtlenség]: Legyen £ nemnegativ
valészinliségi valtozd, amelynek létezik az E¢ varhato értéke,
tovabba legyen c pozitiv szam. Ekkor P(¢ > ¢) < EE.
Bizonyitas: Csak diszkrétekre.

EC=>xP(E=x)= > xkP(l=xk)= > cP(=
k k:xx>c k:xx>c
Xk) = P(§ = ¢)

Tétel[Csebisev-egyenlbtlenség]: Ha ¢ szérasnégyzete véges,
azaz D?¢ < oo, valamint 0 < ), akkor teljesil a

P(l¢ — E¢) > \) < >\2 ¢ egyenlétlenség.
Bizonyitas: A Markov-egyenl6tlenségbdl konnyen adédik,

hiszen az i := (& — E€)? vélasztassal P(n > \2) < 57 = E;izé_
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Markov- és Csebisev-egyenlotlenség

Egy part szavazétaborat szeretnénk megbecsuini ugy, hogy
legalabb 0, 95 valészinliséggel legfeljebb 1%-ot tévedjlink.
Jelblje N az 6sszes ember, M a kérdéses partra szavazok, n
pedig a megkérdezettek szamat, ekkor p := %—et akarjuk jol
kdzeliteni. Legyen tovabba x; értéke 1, ha az i-edik
megkérdezett az adott partra szavaz és 0 kilénben. Ekkor a

P<x1+...+xn M

n N
egyenlétlenségnek kell teljesiliinie, ami pontosan akkor igaz, ha
P (|Xt-t0 — pl > 0,01) < 0,05. A Csebisev-egyenlétlenség

Dz(x1+m+xn)

< 0,01) > 0,95

alapjan P(\Ln'“" —p| >0,01) < —55&—, ahol
SD2(x)  Hnp(1-p)  10000. 1
_ P(1 —p) 0000-}
0012~ 0012 S—5F = 100, tehat

n > 50000 ember valasztasa blztosan elegendd.
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Nagy szamok térvénye

Torvény

Tétel[A nagy szamok gyenge térvénye]: Legyenek &4, &, ...
paronként fliggetlen, azonos eloszlasu valészinliségi valtozék,
D?¢; < oo és E¢; = m. Ekkor minden 0 < e-ra

P{|5=——-m|>¢| —0,han— oo.

Biz.: Tudjuk, hogy E <Z §,> = n-m. Ekkor a

Csebisev-egyenlbtlenséget felhasznalva

2 Z1 Si
n D2 ! n
& " —D? (Z 6/) 3.5 D2
i=1 m i=1 =]
P T m Z 13 S = = =

g2 g2 - g2

2
L. B8 0, han— oo
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Nagy szamok térvénye

Tekintstink fliggetlen kisérleteket, minden kisérlet legyen p
valészinliséggel sikeres.

Jelblje n, a sikeres kisérletek szamat az els6 n kisérletben.
Ekkor P(|™* — p| > ¢) — 0, ha n — oo.

Legyen ugyanis n, = X; + ... + Xp, ahol X; = 1, ha az i-edik
kisérlet sikeres, kiildnben pedig 0.

Tovabba EX; = p és D?X; = p(1 — p). Igy X;-kre teljesiilnek az
elébbi tétel feltételei, tehat a relativ gyakorisag tart p-hez.
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Konvergenciak

Sztochasztikus konvergencia

Definicio: A &, valészinliségi valtozé-sorozat
sztochasztikusan tart £-hez, ha minden 0 < e-ra

P([én — €| > €) — 0, n — oo esetén. Jelblése: &, = £ (vagy
&0 %5 6.

Allitas: Ha ¢, = ¢, akkor P(&, < x) — P(£ < x) (n — o), €z
utébbi minden folytonossagi pontjaban.
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Konvergenciak

Bizonyitas

Legyen A, := {|&n — €| < €}. Ekkor

P(én < x) = P((¢n < x) N Ap) + P((n < x) N Ap) <
P((6n < X)NA))+ P(A) =

P((G— ) < (Xx—)NA)+ PAN <
P < x+ &, An)+ P(An) < P(€ < X +2) + P(An) =
limsup P({n < X) < P(§ < X +¢) + limsup P(Ap), ahol
lim sup P(A,;) = 0 minden 0 < e-ra =

Ha x folytonossagi pontja P(¢ < x)-nek, akkor

limsup P({n < x) < P(€ < X).

Arat6 Miklés Valészinliségszamitas



Konvergenciak

Bizonyitas (folyt.)

P(&n < x) =2 P(&n < X, Ap) = P(§n+ & < X+, An) =
P <x+E&—¢&n, An) > P(E<X—¢, Ag) =
P<x—e)—P<x—e, Ay >

P < x—¢)— P(A) =

liminf P(&n < X) > P(€ < x — ¢) — limsup P(Ay), ahol

limsup P(Ap) = 0 = liminf P(&n < x) > P(€ < x — ) minden
0 < e-ra=liminf P({, < x) > P(€ < X).

A folytonossagi pontokban limsup P(¢, < x) < P(§ < x) és
liminf P({n < x) > P(£ < x) = lim P({n < x) = P(€ < X).
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Konvergenciak

Kbévetkezmény

Legyenek &1, &, . .. paronként fliggetlen, azonos eloszlasu
valdszinliségi valtozok, D?¢; < oo és E&; = m. Ekkor minden
a<m< bre

n

26
P|=-<a] —0¢és
_anfi
P|E—<b] —1,han— .
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Konvergenciak

Konvergenciak

Definicio:

&n — € eloszlasban, ha F;, (x) =3 F¢(x) az utébbi minden
folytonossagi pontjaban.

&n — ¢ majdnem mindenitt, ha P (w : {(w) — £(w)) = 1. [1
valészinliségli konvergencial.

&n — € LP-ben, ha E|¢, — ¢|P =57 0.

Allitas: Ha ¢, — ¢ LP-ben, akkor &, = ¢
Bizonyitas:
Pllen— 1> <) = Pllen — € > o) < B s 0
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Konvergenciak

& tart ¢&-hez majdnem mindeniitt, de LP-ben nem
Q :=[0, 1] geometriai valészinliségi mez6
n . 1
£n(w) = {f;‘ s welha
: w0,
Ekkor £, — 0 majdnem mindenutt, viszont
ElgalP = 1e™ +(1-1).0=2" »0.

n n
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Konvergenciak
Konvergenciak kdvetkezményei

o 5 1F

?\\\J:.—%D //
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)
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Konvergenciak

Legyen & = £11 valoszinliséggel és &, = (—1)"¢. Ekkor &,
eloszlasban tart £-hez, de sztochasztikusan nem.

Allitas: Legyenek Legyenek &;-k azonos valészin(iségi mezdn
értelmezett valészinliségi valtozék, melyek eloszlasban
konvergélnak egy c¢ konstanshoz. Ekkor ¢, = c.

Bizonyitas: Minden 0 < e-ra

P([én =&l ze)=1-Pln<c+e)+Pn<c—¢) <
1-P(p<c+e)+Pén<c—e/2)>1-1+0,n— o,
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Konvergenciak

1 val6észinlseégl konvergencia

Allitas: ¢, — ¢ majdnem mindenditt akkor és csak akkor, ha
lim P(sup [£n — &| > €) = 0 minden pozitiv e-ra.
m—o00 nm>m

Bizonyitas: Csak a < iranyt latjuk be. Legyen
A= {w:n(w) 5 cw)l = U {w: en(w) — £(w)| < } =

~U N U {wlentw > 1]

r=1m=1n>m

igy £n — € majdnem mindentitt pontosan akkor, ha P(A) = 0.
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Konvergenciak

Bizonyitas folytatasa

U {w: [en(w) —(w)| > 3} = {w: rslgfnlﬁn(w) —Ew) >3} =

m=1

B, C By CBroC. esA UBr:> P(A) < S P(B;) =0 =
allitas
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Konvergenciak

Kbévetkezmények

Ha &, — £ majdnem mindenitt, akkor &, sztochasztikusan is
konvergal £-hez, ugyanis
P(lém — € > £) < P(sup g0 — €] > €) T2 0.

n=m

Ha > P(|&n — &] > ) < oo minden pozitiv e-ra, akkor &, — £
n=1

majdnem minden(tt, ugyanis P (sup |&n — &| > 5) =
n>m

P< y {60 = ¢&| >5}> Snimpﬂfn—f\ > ¢€) M= 0.

Arat6 Miklés Valészinliségszamitas



Konvergenciak

Borel-Cantelli lemmak

_ oo 00 __
Legyen az A, eseménysorozatra liminf A;:= |J () A, illetve
n=1I=n

limsupAx := () U A«

n=1k=n
Ekkor w € liminf A; pontosan akkor teljesil, ha w az A,-ek
kdzUl csak véges soknak eleme, illetve w € lim sup Ax pontosan
akkor teljesill, ha w végtelen sok A,-nek eleme.
Borel-goantelli-lemmék
1) Ha >~ P(An) < oo, akkor az Ap-ek kdzil 1 valészinlséggel

n=1
csak véges sok kdvetkezik be.

2) Ha i P(An) = o és az Ap-ek figgetlenek, akkor az A,-ek
n=1

kdzil 1 valészintiséggel végtelen sok bekdvetkezik.
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Konvergenciak

Borel-Cantelli lemmak bizonyitasa

1)P<ﬁ EjAk>§P U Ax ng(Ak)”ifo,azazo

n=1k=n k>n k=n
valészinlséggel kdvetkezik be végtelen sok, igy 1-gyel véges
sok.
2)P(U ﬂAk> < > P| N Ak, ahol

n=1k=n n=1 k>n

- m_oN  om o S PA)
P ﬂAk SP(ﬂAk):HP(Ak)Sek_” , ami
k>n k=n k=n

n — oo esetén 0-hoz tart. (Az utolsé becslésnél felhasznaltuk,
hogy 1 —x < e ™)
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Konvergenciak

&n tart £-hez LP-ben, de nem tart majdnem minden(tt:
Legyenek &,-ek fliggetlenek, P(¢, = 1) = dp,
P(&h=0)=1—dnés E|én|P = dp.

&n sorozat pontosan akkor tart LP-ben 0-hoz, ha d, — 0.

&n pontosan akkor tart 0-hoz majdnem mindentitt, ha 1
valészinlséggel véges sok &, nem 0, ami pedig a
Borel-Cantelli-lemma szerint ekvivalens azzal, hogy > d,
véges.

Példaul a d, = 1 valasztas esetén ¢, - 0 majdnem mindeniitt,
viszont LP-ben igen.
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