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Konvergenciak

Konvergenciafajtak

Definicio:

¢n — € eloszlasban, ha F;, (x) "=3° F¢(x) az utébbi minden
folytonossagi pontjaban.

&n — ¢ majdnem mindenitt, ha P(w : &p(w) — £(w)) = 1. [1
valészinlségl konvergencial.

&n — € LP-ben, ha E|¢, — £]P =5 0.

Allitas: Ha ¢, — ¢ LP-ben, akkor &, = ¢
Bizonyitas:
P(I¢n — €| > €) = P(|én — €P > P) < Elénz€l? o,
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Konvergenciak kdvetkezményei
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Konvergenciak

Legyen ¢ = 1} valosziniiséggel és &, = (—1)"¢. Ekkor &,
eloszlasban tart £-hez, de sztochasztikusan nem.

Allitas: Legyenek Legyenek ¢;-k azonos val6szinliségi mezén
értelmezett valészinUségi valtozok, melyek eloszlasban
konvergéalnak egy ¢ konstanshoz. Ekkor ¢, = c.

Bizonyitas: Minden 0 < e-ra
P(lén—¢l=2e)=1-P(n<c+e)+P(ln<c—¢) <
1-Plp<c+e)+Pén<c—¢e/2) - 1—-1+0,n— o0,
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Konvergenciak

1 valoszinlségl konvergencia

Allitas: ¢, — ¢ majdnem mindenditt akkor és csak akkor, ha
lim P(sup [£n — &| > ) = 0 minden pozitiv e-ra.
m—oo n>m

Bizonyitas: Csak a < iranyt latjuk be. Legyen

A= o) > s} = (VU () {ws eolw) — i < 1} =

A=U N U {w:tesm —com > 7}

igy &, — € majdnem mindenditt pontosan akkor, ha P(A) = 0.
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Konvergenciak

Bizonyitas folytatasa

U (w: eo(w) — €(w)| > 1} = {w: sup [&n(w) — £(w)| > 1} =

Brm =
Br,m ) Br,m+1 2 Br7m+2 2.

Br == m Br7m = P(Br) S ||m P(Bnm) - 0
m=1 m—o0
BrCB_ 1CB.»2C...68A=JB = PA <Y PB)=0=
r
allitas
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Konvergenciak

Kdvetkezmények

Ha &, — £ majdnem mindenditt, akkor &, sztochasztikusan is
konvergal ¢-hez, ugyanis
P(lém — € > €) < P(sup [gn — ¢ > &) == 0.

n>m

o0
Ha > P(|&n — £] > ¢) < oo minden pozitiv e-ra, akkor £, — &
n=1

majdnem minden(tt, ugyanis P (sup |€n — €| > 5) =
n>m

P< y {I&n — ¢| >5}> < ng:mP(Mn—f\ S o) M2,
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Konvergenciak

Borel-Cantelli lemmak

Legyen az A, eseménysorozatra liminf A := |J () A, illetve
n=1/I=n

limsup A := ﬂ U Ak.

n=1k=n
Ekkor w € liminf A; pontosan akkor teljestil, ha w az A,-ek
kdzll csak véges soknak eleme, illetve w € lim sup Ax pontosan
akkor teljesul, ha w végtelen sok A,-nek eleme.
BoreI-CanteIIi-Iemmék

) Ha Z P(Ap) < oo, akkor az Ap-ek kdzil 1 valészinlséggel

csak veges sok kovetkezik be.
2) Ha Z P(An) = oo és az Ap-ek fliggetlenek, akkor az Ap-ek

n=1
kdzll 1 valoészinliséggel végtelen sok bekdvetkezik.
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Konvergenciak

Borel-Cantelli lemmak bizonyitasa

UP(ﬁ EjAk>§P U Ak SfP(Ak)nif’O,azazO
k=n

n=1k=n k>n
valészinliséggel kdvetkezik be végtelen sok, igy 1-gyel véges
sok.
2)P<6 ﬁAk> < §P<ﬂ Ak>,ahol
n

n=1k=n —1 k>n

k=n
n — oo esetén 0-hoz tart. (Az utolsé becslésnél felhasznaltuk,
hogy 1 —x <e™*.)

o mo_ mo — $° P(AY)
P ﬂ Al <P < ﬂ Ak> = H P(Ak) < e k=n , ami
k>n k=n
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Konvergenciak

&n tart £-hez LP-ben, de nem tart majdnem mindenitt:
Legyenek &,-ek fliggetlenek, P(¢, = 1) = dp,
P(h=0)=1—d,és E||P = dp.

&n sorozat pontosan akkor tart LP-ben 0-hoz, ha d, — 0.

&, pontosan akkor tart 0-hoz majdnem mindeniitt, ha 1
valészinliséggel véges sok &, nem 0, ami pedig a
Borel-Cantelli-lemma szerint ekvivalens azzal, hogy > dj
véges.

Példaul a d, = 15 vélasztas esetén &, - 0 majdnem mindenitt,
viszont LP-ben igen.
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Nagy szamok erds torvénye

Allitas: ¢, — ¢ majdnem mindenditt akkor és csak akkor, ha
Iim P(sup |n — €| > €) = 0 minden pozitiv e-ra.
Kévetkezmény: Z P(|¢n —&| > ) < cominden 0 < € =

&n— &1 valoszmuseggel

Bizonyitas: P <sup |€n — €| > 5) =P ( U {l&n — €] > 5}> <
n>m n>m

> P(lén— ¢ > ) =50 0.

n=m

Nagy szamok Cantelli-féle eros torvénye: &, &0, . ..
flggetlen, azonos eloszlasu val()szin(]ségi valtozok és

Z &k
E|én — E&n|* véges. Ekkor =1— — E¢; 1 valdszinliséggel.
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Nagy szamok erds torvénye

Bizonyitas

Megjegyzés: Elég, ha E|{| < oo, €z a nagy szamok
Kolmogorov-féle erbs torvénye
Bizonyitas: m = E&, & =& —m

> & n E(Sn 4
Elég 5~ = 0. 8p = 3 fk,P(|%| >e) < (az)
Z Ere Y2y
i<j
12. Z 28 +24- Y GEGE+4- T8¢ =
i) ik, i<k i<j<k<l iZ
s 2
ES} = nEét + 6.y EEEE — nEé! 6. 1) (E2) =
i<j

ES}
h < C- L=

ZP(|%|>5)<oo

n=1
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Nagy szamok erds torvénye

0,25-paraméterli indikator és N(0,25,1) valtozok atlaga
Definicié: Az X valészinlségi valtoz6 («, 5 ) paraméteri
Pareto-eloszlasu, ha eloszlasfliggvénye

0 x <0,
Fx() = {1 - (%)a x > 0.

(1,5)-Pareto valtozok atlaga
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Nagy szamok erds torvénye

"A szamok rendesek" (Borel): Q@ = [0, 1], w =0, wyw>.. ..
2-es diadikus tort és £,(w) = w,, (n-edik szamjegy)
{W:g'l(w) :X1a--->§n(W) :Xn} =

WS +%+. +B<w<¥3+8+.. +8+45}=

P& =X1,....n=Xn) = s = P& = x;) = %
x; = 0,1 és ¢-k fuggetlenek. =

> &k

=l E¢ = § 1 valsziniiséggel
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Nagy szamok erds torvénye

Monte-Carlo médszer: f:[0,1] — [0, 1] folytonos.
Kérdés: f01 f(x) dx becsllhet6-e véletlen szamgeneralas
segitségével?
&1,m, &2, m2, . .. figgetlen E(0, 1)-eloszlasuak

_[1, hatg) >

") 0, kilonben
Belathato, hogy Eo; = P (f(&;) > n;) = [y f(x)dx

S0

S [ f(x) dx 1 valésziniiséggel
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Nagy szamok erds torvénye

A HUNCUT részvény éves arfolyamvaltozasai figgetlen,
azonos eloszlasuak. A részvény arfolyama egy év alatt %
valészinliséggel 90%-al n6 és ugyanilyen valdszinliséggel
50%-al csdkken. 1 részvény most 1 Ft-ot ér, n év mulva az
ertékét jeldljik Xn-el. Mihez tart X,?
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https://amiklos.web.elte.hu/Oktatas/2024tavasz/Eloadas/reszveny.gif

Nagy szamok erds torvénye

A HUNCUT részvény éves arfolyamvaltozasai figgetlen,
azonos eloszlasuak. A részvény arfolyama egy év alatt %
valészinliséggel 90%-al n6 és ugyanilyen valdszinliséggel
50%-al csdkken. 1 részvény most 1 Ft-ot ér, n év mulva az
ertékét jeldljik Xn-el. Mihez tart X,?

A részvény varhaté éves hozama 20%.

Yn:hanyszorosara valtozik a részvény arfolyama az n-edik
évben= X, =VY;...Y,és EX,=EY;...EY,=1,2"=
EX, — +o00

Egy tipikus HUNCUT részvényarvaltozas
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Nagy szamok erds torvénye

Példa folytatasa

Toke eloszlasa 10 év utan

s e
B oo
3 4 o °
' ' ' ' ' ' '
5} 100 200 300 00 500 00

toke

abra: A HUNCUT részvény eloszlasa
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Nagy szamok erds torvénye

Példa folytatasa

Nagy szamok er@s térvénye =

M — E(InYy) = 5In(0,95) < 0 (1 valoszinliséggel).

= Xp = (exp {M}) —+ 0 (1 valoszintiséggel).
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Nagy szamok erds torvénye

V4 7

El6z0 példa folytatasa

Minden év végén toként felét a HUNCUT részvénybe fektetjik,
a masik felét azonban parnank alatt készpénzben tartjuk.

Zn: t6kénk n év mulvabeli értéke. Tokénk varhatd éves hozama
5 (%-190% + % - 100%) + 3 - (3 - 50% + 5 - 100%) — 100% =
10%.

Up: hanyszorosara véltozik a részvény arfolyama az n-edik
évben.

Zy=U,...Upés EZ,=EU; ... EU,=1,1" - +0
Tokevaltozas Uj stratégiaval
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Nagy szamok erds torvénye

Példa folytatasa

Téke eloszlasa 10 év utan (6v ési politikaval)

020 0%
I

valészinliség
5

005 010
I I

aoc
I

abra: Tokénk eloszlasa, ha mindig csak a felét fektetjiik be a
HUNCUT részvénybe
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Nagy szamok erds torvénye

Példa folytatasa

M — E(InUy) = }In(1,45-0,75) > 0 (1
valészinliséggel). =

n
Zn = exp (M) — +00 (1 valésziniiséggel)
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