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Nagy szamok erds torvénye

Emlékeztetd

Nagy szamok Cantelli-féle erds torvénye: &q,&o, . ..
flggetlen, azonos eloszlasu valdszinlségi valtozok és

> &k
E|&n — E&n|* véges. Ekkor “=-— — E¢; 1 valészinliséggel.
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Nagy szamok erds torvénye

A HUNCUT részvény éves arfolyamvaltozasai figgetlen,
azonos eloszlasuak. A részvény arfolyama egy év alatt %
valészinliséggel 90%-al nd és ugyanilyen valoszinliséggel
50%-al csbkken. 1 részvény most 1 Ft-ot ér, n év mulva az
értékét jeloljuk X,-el. Mihez tart X,?
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Nagy szamok erds torvénye

A HUNCUT részvény éves arfolyamvaltozasai figgetlen,
azonos eloszlasuak. A részvény arfolyama egy év alatt %
valészinliséggel 90%-al nd és ugyanilyen valoszinliséggel
50%-al csbkken. 1 részvény most 1 Ft-ot ér, n év mulva az
értékét jeloljuk X,-el. Mihez tart X,?

A részvény varhatd éves hozama 20%.

Yn:hanyszoroséra valtozik a részvény arfolyama az n-edik
évben= X, =Y;...Y,és EX,=EY;...EY,=1,2"=
EXn — +00

Egy tipikus HUNCUT részvényarvaltozas
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Nagy szamok erds torvénye

Példa folytatasa
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abra: A HUNCUT részvény eloszlasa




Nagy szamok erds torvénye

Példa folytatasa

Nagy szamok erds térvénye =

Yyt +InYn _, E(InYy) = 1In(0,95) < 0 (1 valésziniiséggel).

n
= Xn = (exp { MMt L), 0 (1 valoszintiséggel).
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Nagy szamok erds torvénye

7 7

El6z0 példa folytatasa

Minden év végén toként felét a HUNCUT részvénybe fektetjik,
a masik felét azonban parnank alatt készpénzben tartjuk.

Zn: tokénk n év mulvabeli értéke. Tokénk varhat6 éves hozama
3 (3-190% + % - 100%) + 3 - (% -50% + % - 100%) — 100% =
10%.

Up: hanyszorosara véltozik a részvény arfolyama az n-edik
évben.

Zy=Uy...Upés EZ,=EU;... EU,=1,1" - 40
Tokevaltozas Uj stratégiaval
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Nagy szamok erds torvénye

Példa folytatasa

Toke a 10 év utan (6 ési politikaval)
=
I
= T
o 10 20 30 40

abra: Tokénk eloszlasa, ha mindig csak a felét fektetjiik be a
HUNCUT részvénybe




Nagy szamok erds torvénye

Példa folytatasa

Inth -+l _, E(InUy) = 1In(1,45-0,75) > 0 (1
valészinliséggel). =

n
Z, = exp (M) — +o0 (1 valészinliséggel)
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Binomialis eloszlas

Legyenek n;-k figgetlen, azonos eloszlasu p-indikatorok, és
n

Un = > ni, ekkor U, ~ B(n, p).
=1

1

PUn=K) = =i _n,!()!k!pkﬁ -p)"

B(100,0.3)
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Binomialis eloszlas
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Binomialis eloszlas

dior{e0400 10,003
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Moivre-Laplace lokalis tétel

U, ~ B(n,p) és legyen A rogzitett szam, g =1 —p és
np — Av/n < k < np + Ay/n. Ekkor

) P(U,=k
lim (Un = F) ;=1
n—o0 1 _ (k—np)
—— . e 2-npq
\/2m-npq

Megjegyzés: EU, = np és D?U, = npq. Egy np véarhato
értékl és npq szérasnégyzetli normalis eloszlasu
valészinliségi valtoz6 sirliségfiggvénye a k helyen pont:

1 (k—np)?

\/2m - npq

. e 2-npq
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Moivre-Laplace bizonyitasa

Stirling-formula egy alakja:
nl=+v2rn-n"-e". e ahol

|R(N)| < 127 =

n! -
P(Uy = K) = o P (1 —P)" ¥ =
= \/% . nn . e_n eR(n)fﬂ(nik)i'q(
Ven(n—k)-(n—k)n—k.e-(n=kK .\/2nk . kk . g=k
(1= p) =
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Moivre-Laplace bizonyitasa (folyt.)

An :?

Legyen k = np+ x\/np(1 — p) és
n—k=n(1-p)—xy/np(1 —p), ahol |x| <B.

k 1 n—k 1
InAn:—k-In<n-p>—(n—k)-ln( . .1_p>_

=—(np+ x/np(1 —p))-In (1 +X”1npp> —(n(1 —p)
—xy/np(1 —p)-In <1 — X, /n(1p—p)> .
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Moivre-Laplace bizonyitasa (folyt.)

ly| < 1eseténin(1+y)=y— y; + 0(y®) =

_ _ 2 _
m(m W):x 1op X 1P ot
np np 2 np

és

p p X2 p s
In <1 — X n(1_p)> = —X M—EW‘FO(n 2).
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Moivre-Laplace bizonyitasa (folyt.)

+xv/np(1 - p) 2P+O<f) xp+0<f>+o<n>:
Lol

k—np

gy x = _k=m_
9y x v/ np(1-p)

= Tétel
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Poisson kozelités

Allitas: Legyen A\ = np,  ~ A-Poisson és D C R, ekkor igaz a
kovetkezo: ,
|P(Un € D) — P(n € D)| < %

Megjegyzés: Rogzitett \

-ra és p = 2-re kapjuk, hogy
|P(Un € D)= P( € D)| < 3.
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Poisson kozelités

Allitas: Legyen \ = np, n ~ A-Poisson és D C R, ekkor igaz a
kdvetkezd: ,
|P(Upe D)— P(ne D) < %

Megjegyzés: Rogzitett \ sp= %—re kapjuk, hogy

-ra é
|P(Un€ D)~ P(n € D)l < 5.
Altalanosabban is megnezhetjuk Legyenek n; ~ pj-indikatorok

fuggetlenek, U, = Z Niy A = Z pi,n ~ \-Poisson és
i=1 i=1

n
DCR=|P(Uyp€D)—P(neD) <3 p?
i=1
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Poisson kdzelités bizonyitasa

Legyen Q = [0, 1]” geometriai val6szinliségi mezd,

0:w<1-p
ni = Wi Pi tovabba legyen
1:w>1-p
. . —Pi K m
0:w<e ,aholwk:Ze‘Pf-%
K @ wj€ [mk_1,7k] m=0 '
(k=0,1,2,...) =

Y, =

Y; ~ p;-Poisson és n; ~ pj-indikator.
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Poisson kdzelités bizonyitasa (folyt.)

n=Yy+...+Y,~ \Poissonés1 —p, < e P =
ni=1ésY;=0,hal—p <w<eP
n=1ésY;>2,hae P +p-eP<w=

Py #Y)=(e P —(1-p))+1—eP—p-e¥ =
pi-(1—eP)<p?

P(U, € D) = P(Up € D, Uy =1n) + P(Uy € D, Uy # 1) = P(n €
D) — P(ne€ D,Us#n) + P(Up € D,Un # 1) =

|P(Un € D) — P(n € D)| < |P(n € D,Un#n) — P(Un € D, Un #
n Ve

n)| < P(Un # 1) < Y p? =Allitas
i=1
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Moivre-Laplace tétel és egyéb kozelitések

Poisson kdzelités (példa)

Legyenek n; ~ p;, i = 1,...,2500-indikatorok figgetlenek,

pi = 0.001,i=1,...,1000; p; = 0.002, i = 1001, ..., 2000; p; =
2500 2500

0.003,/ =2001,...,2500; Uy = > ni, A = pi=45n~
=1 =1

i

I
4 5-Poisson.

2500
Ekkor [P(Un € D) — P(n € D)| < P(Up # 1) < 3. p? = 0.0095
i=1
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Centralis hatareloszlastétel

Tétel [Centralis hatareloszlastétel fliggetlen, azonos eloszlasu
valtozékra)]: Legyenek

&1, &, ... flggetlen, azonos eloszlasuak, m := E£q és

0 < 02 = D?¢; < co. Ekkor minden x € R-re

n
2 &i—n-m R 2
P 1217\/5<X — q)(X): / \/7'97? dt
(O 7T

Normalis kdzelités
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Centralis hatareloszlastétel

Példa 1.

Egy orszagban meg szeretnék becsuini a koronavirussal
fert6zottek aranyat ugy, hogy legalabb 0,95 valészinliséggel
legfeljebb 1%-ot tévedjunk.
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Centralis hatareloszlastétel

Példa 1.

Egy orszagban meg szeretnék becsuini a koronavirussal
fert6zottek aranyat ugy, hogy legalabb 0,95 valészinliséggel
legfeliebb 1%-ot tévedjlink. Jelblje N az orszag lakosai, M a
koronavirusosak szamat, n pedig a megvizsgéltak szamat,
ekkor p := M_et akarjuk jol kdzeliteni. Legyen tovabba X;
értéke 1, ha az i-edik megvizsgalt koronavirusos és 0
kUlénben. Ekkor a

g

egyenlbtlenségnek kell teljesiinie.

n

M
- —|<o0,01) >
N‘_o,o ) > 0,95
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Centralis hatareloszlastétel

Példa 1. (folyt.)

A centrélis hatareloszlastétel szerint

n
Xi—n
—v/n-0,01 ,; v/n-0,01

Wfﬁm

o (ﬁom) o (‘WW) _ o <W>—1 >0,¢
(1 —p) p(1 —p) p(1—p)

azaz ® ( V/n-0.01 ) > 0,975 = ®(1,96), tehat legyen

p(1-p)
vROOL > 1,96. Ezzel v/n > 1,96 - gy - v/p(1 — p), ha

VP(1-p)
n > 10000, tehat ha normalis kdzelitéssel dolgozunk, kb. 10
Zni.
"mivel a /p(1 — p) nem lehet nagyobb 0, 5-nél, igy a jobb oldal feldlr8l
becsilhetd 98-cal
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Centralis hatareloszlastétel

Példa 2.

n—1
. - P K
Mihez tart a kdvetkezé: e 3° & 2372
k=0 "

Ha végtelenig (")sszegeznénk,_nyilvén 1 lenne az dsszeg, de
most n — 1-ig megyunk!
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Centralis hatareloszlastétel

Példa 2. (folyt.)

Legyenek n; ~ 1-Poisson fliggetlenek, ezekre teljeslilnek a
centrdlis hatareloszlastétel feltételei, azaz felirhato:

Zn: nj—n-1 n
Pl = 7 <x|— ®(x), ahol > n; ~ n-Poisson, igy
v i=1

*‘\

(Zn,<n>_e” Z;j

f: ni—n
Ekkor specidlisan x = 0-ra P ’*1ﬁ <0] = o(0) = 1.

Tehat a keresett 6sszeg 5 1-hez tart.
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