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Kovetelmények

» 1 zdrthelyi az eléadasok anyagadbdl
(50 pont, utolsé eléadds
idopont jaban lesz megtartva).

* Gyakorlaton 140 pont szerezheto

+ Didk, ajanlott irodalom, stb:

https://amiklos.web.elte.hu/Oktatas/
2024tavasz/Valszam2024tavasz.htm
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Egy kis torténelem

. Okorrél semmit sem tudunk
- Fermat és Pascal levelezése (1654)

» Jakob Bernoulli: nagy szdmok térvénye
(XVII. szazad vége)

+ Bayes-formula (1763)

* Laplace: Théorie analitique des
probabilités (1812)

» Kolmogorov: axiomdk (1933)



Klasszikus valdszinlségi
mezo
+ Esemény valdszinlsége:
"kedyezc’i" esetek szama/osszes esetek
szdma

» (). alaphalmaz, biztos esemény (ebben
az esetben véges)

+ WEL): elemi esemény
+ AC (). esemény
+ P(A):=[Al/] £2 |



Példak 1.
» A valdszinliségszdmitasi példak gyakran
koznapi nyelven vannak megfogalmazva.

- Ovatosan alkalmazzuk a klasszikus
valészinliségi mezaot!

+ Egyszer dobunk fel egy érmét. Mennyi a
valdszinlsége, hogy fejet dobunk?

» (0={F I}, P(fejet dobunk)=P(F)
» Jo-e itt a klasszikus mezd?
» Szabadlyos érme esetében igen.






Példak 2.

+ 2 lovag addig jatszik, amig az egyik 6
jatékot nem nyer. A jatékok
igazsdgosak mindkét lovagnak
ugyanannyi az esélye a nyerésre.

» Amikor az elsé lovag mdr 5 jatékot
nyert, a mdsik csak 3-at, akkor a vdrat
megtdmadjak. Milyen aranyban
igazsdgos megosztani a tétet?

+ 5:3, 3:1, 7:1 vagy 1:0 aranyban?

» Legyen a nyerési valdszinlség
ardnydban.



Példdk 2. (folyt.)

» Nézziik meg, hogy mi torténhet a
kovetkezd 3 jatékban!

- )={111; 112; 121; 122; 211; 212; 221; 222}
» Masodik jatékos csak a {222} esetben
nyeri meg a tétet.

» P(1. nyeri a tétet)=7/8.



Példak 3. (de Méré lovag
mdsik problémaja)
Minek van nagyobb esélye? Annak, hogy egy

szabdlyos kockat hdaromszor feldobva az
eredmény 11, vagy annak, hogy az eredmény 12.

de Méré lovag igy érvelt: 11-et kapunk, ha
641,.63,2,55,1.54,2;5,3,3;4,4,3 -,

12-6t ha :.' ' :
651 642:633,552:543,444 >
a dobdsok eredménye. Tehat mindkét lehetdség
ugyanolyan eséllyel kovetkezik be. Mi a "hiba" de

Méré lovag érvelésében?



Mi az ,08szes eset"?

* r=6 golyét tesziink N=8 dobozba. Mennyi a
valdszinlsége, hogy k=2 golyé keriil az elsé
dobozba?




Maxwell-Boltzmann

statisztika
e O={(y, .., iy):1<i; <N}

. Osszes esetszdm: |Q] = N” = 8°

- ,Kedvezd" esetek szama:
(v = (G a1

+ A valdszinliség: 13,74%



Bose-Einstein statisztika

¢ 0 ={(1, im0 ji+ o+ jy =71}

. Osszes esetszdm: (r TVIXI 1) = (6 gg; 1)

- . Kedvezd" esetek szama:
— — 6—2+8—-2
(TN T)=0"8579)

* Valdszinliség: 12,24%



Melyik az igazi?

+ Maxwell-Boltzmann
statisztika: a statisztikus
mechanikaban alkalmazhato
a gdzmolekuldk rendszereire

- Bose-Einstein statisztika:
fotonrendszerek




Geometriai valdszinliségi
mezo

+ Esemény valdszinlsége:

Esemény térfogata/teljes térfogat

e ) c R% alaphalmaz, biztos esemény
(ebben az esetben véges térfogati)

+ We(): elemi esemény

+ AC (): esemény (olyan aminek "van
térfogata")

- P(A)=|Al/] Q2]



Példak 1.

+ Péter és Juli 10 és 11 6ra kozott
taldlkoznak, legfeljebb 10 percet vdrva a
mdsikra. Mekkora valészin(iséggel
talalkoznak?

N

1 1:0

1010

10:00 1010 1100

» P(talalkoznak)=1-P(nem talalkoznak)=11/36



Példa 2.

* Mekkora valészinlisége, hogy egy korbe
hdzott hdr hossza nagyobb a kérbe irt
szabdlyos hdromszdg oldalhosszanadl?

27111

* A keresett valészinliség: —2— = -



Példa 2. (folyt.)

OLE

r2mn

+ A valdszin(ség:

» A valdszin(iség:

r/2
r
Bertrand-féle paradoxon

1
2



Kolmogorov-féle
valdszinliségi mezo
e (Q,A,P) Kolmogorov-féle valészin(iségi
mezo, ha
e O : alaphalmaz, we Q: elemi esemény

e A : (O részhalmazaibdl dll és teljesiil rq,

hogy
-QeA

~AEA>>A=0\AEA
~A, EA=>UA, €A
e A €E A: esemény



Kolmogorov-féle
valészinliségi mezo (folyt.)

o P: valdsziniiség. Teljesil,
hogy
- P:A - [0,1]
-P(Q) =1
~ApEAANA =00 #) =
P(UA,) =X P(4n)




Egy egyszer(i lemma

- Jeldlés: An B = AB

* Lemma: P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AB)

» Bizonyitds:

AU B = AUAB = P(AuU B) = P(A) + P(AB).
Tovabba

B=ABUAB = P(B) = P(AB) + P(AB), amibél
P(AB) = P(B) — P(4B).



Poincaré-formula

e A1, 4A,, ..., Apesemények. Ekkor
egyesitésiik valdszinlisége:

P(Al U AZ U *ee U An) — Z:l(_l)k-l_ls(n)l
ahol

S}E‘n) — Z P(AilAiz '"Aik)

1<iq<---<ig



Poincaré-formula bizonyitasa
Teljes indukcidval.

n = 2 pont az el6zo lemma. n-re igaz.
P(Al I._J Ag I-_J P _.f‘il_n_ L _,r‘il_n__l_l) —

P(;“ll J... U Ai’l) T P(-‘qﬂ—l—l) o -P(Alx':l11__|_] J... U "4'HAT1—|—I) —
> (=) Z P(Ai ... Ai) +
k=1 1{.!.1 R P /]

Ant1) Z( DTN P4y Ay A) =

1<j1<...<jr<n
n+1

SN DE N P(AL LA
k=1

1<<iy< .. <ip<n+1






Emberek es esernyok

Egy fogaddson n ember vesz részt, mindenki-nek
van esernydje, amik a ruhatarban véletle-nil
osszekeverednek. Mi a valdszin(isége, hogy lesz
olyan vendég aki a sajatjat kapja vissza?

Q| = nl, A;:i-edik ember a sajdtjat kapja meg
Kérdés: P(A;U---U A4,) =?

(n—k)!
P(Ail Aik) = o =
(n) _ n (Tl—k)!_ 1
Sk’ _(k) L Kkl

1 1

n
— _1)k+1 , _
P(A,U U A,) = ;( DR — 1=
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