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Feltételes valdsziniiség

Meghatarozas

Definicié: Amennyiben P(B) > 0, akkor az A esemény B
feltétel melletti feltételes valészinlsége:

P(A|B) := ’73((/‘5’3))

Kombinatorikus val6szinliségi mez6 esetén:

48|
P(AB) o |AB]
PAB =@ ~ B B

ke
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Feltételes valdsziniiség

Megjegyzés

Amennyiben P(B) > 0, akkor
(2, A, P(.[B))

is Kolmogorov féle valészinliségi mezd lesz.

=

A "normal” valészinliségre bizonyitottak a feltételes
valészinliségre is teljestilnek.
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Feltételes valdsziniiség

Az Ugyveédnek vagy tigyésznek volt igaza ?

Nicole Brown-t 1994 ben gyilkoltak meg. Férjét, O.J. Simpsont,
gyanusitottak meg.

Az Uigyész kilén hangsulyozta, hogy Simpson korabban mar
bantalmazta feleségét.

Az (igyvéd valaszaban arra hivatkozott, hogy a statisztikdk
szerint "csak” minden 100-adik bantalmazo férj 6li meg
feleségét. Valéjaban a hazastarsuk/élettarsuk altal
béantalmazottak kdzll "csak” minden 2500 adikat 6li meg
hazastarsuk/élettarsuk.
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Feltételes valdsziniiség

Nicole és O.J.
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Feltételes valdsziniiség

Az Ugyveédnek vagy tigyésznek volt igaza ?

Valéjaban a helyes kérdés az, hogy milyen valdszinliséggel
Olte meg a feleségét a férj, ha a feleséget megolték és 6
korabban bantalmazta a feleséget.

1/20000 annak az esélye, hogy valakit megdinek az USA ban.
Csak a bantalmazottak koérét tekintjk.

B: férj 6li meg, C: nem férj 6li meg

Kérdés: P(B|BU C) =7

_ PB) _ mm 8
P(B’BUC)_P(BUC)_zgﬁﬂLzoéoo_
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Feltételes valdsziniiség

Bayes-formula

Tétel: Tegyik fel, hogy P(B) > 0,0 < P(A) < 1. ekkor

P(AIB) = P(B|A)P(A)
P(B|A)P(A) + P (B|A) P (A)
Bizonyitas:
pap) . PAB)__ PBA B PA)
P(B)  P(BA)+ P(BA) % P(A) + f;%) P(A)
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Feltételes valdsziniiség

Mammogréfias vizsgalat

50 éves no (tinetek nélkdl) rutin mammografias vizsgalaton
vett részt.

A teszt pozitiv lett.

Mennyi a val6szinlisége, hogy emlédaganata van?

Adatok:

— 50 éves nbénél emlddaganat valoszinlisége 1%

— Emlédaganat felismerésének val6szinlisége 90%

— Emlédaganat nélkil pozitiv teszt valészinlisége 9%

Arat6 Miklés Valészinliségszamitas



Feltételes valdsziniiség

Melyikhez van kbzelebb a valészinlség?

1%
10%
90%
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Feltételes valdsziniiség

Megoldas

Legyen A : emlédaganata van, B : pozitiv a teszt. Ekkor

P(B|A)P(A) B 0,9-0,01 B
(BJA)P(A) + P (B|A) P (A) ~ 0,9-0,01+0,09-0,99

P(AIB) = 5

—0,09174312
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Feltételes valdsziniiség

Gyakorisagok

Gyakorisagok
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Teljes valosziniiség tétele

Teljes eseményrendszer

Definicio: A, Ao, ... események teljes eseményrendszert
alkotnak, ha AjA; = 0,i # jés | JA = Q.
i
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Teljes valosziniiség tétele

Teljes valdszinlség tétele

Allitas. Legyen Ay, ..., A, ... telies eseményrendszer, valamint
P(A;) > 0 minden i-re. Ekkor P(B) = >_ P(BJ|A;) - P(A)).
i
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Teljes valosziniiség tétele

Teljes valdszinlség tétele

Allitas. Legyen Ay, ..., A, ... telies eseményrendszer, valamint
P(A;) > 0 minden i-re. Ekkor P(B) = >_ P(BJ|A)) - P(A)).

I
Bizonyitas. Tudjuk, hogy B = | BA;, ezért P(B) = > P(BA;).
- .

]
Alkalmazzuk a P(B|A)) - P(A;) = P(BA;) 6sszefliggést.
Példa. Adott két fiok, az egyikben 1 db huszezer és 9 db
Otszaz forintos, a masikban 10 db hiuszezer forintos. Talalomra
valasztva egy fibkot, mi a valdészinlisége, hogy hluszezer
forintost hlzunk?

Arat6 Miklés Valészinliségszamitas



Teljes valosziniiség tétele

Teljes valdszinlség tétele

Allitas. Legyen Ay, ..., A, ... telies eseményrendszer, valamint
P(A;) > 0 minden i-re. Ekkor P(B) = Z P(B|A)) - P(A)).

Bizonyitas. Tudjuk, hogy B = UBA,, ezert P(B) = ZP(BA,-).

Alkalmazzuk a P(BJA)) - P(A;) = P(BA)) osszefuggest

Példa. Adott két fiok, az egyikben 1 db huszezer és 9 db
Otszaz forintos, a masikban 10 db hiuszezer forintos. Talalomra
valasztva egy fibkot, mi a valdészinlisége, hogy hluszezer
forintost huzunk? A teljes valoszinliség tétele szerint

P(A) = P(A|By) - P(By) + P(AlBy) - P(Bp) = {5 - 5 +1- 3 = 1.
ahol B; az i-edik fibk valasztasat jel6li, A pedig azt, hogy
huszezer forintost huzunk.
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Teljes valosziniiség tétele

Szindbad és a haremhdlgyek

Szindbad a szultannak tett szolgalataiért cserében 100
haremholgy kézul valaszthat. Azonban a haremhdlgyeket nem
egyszerre, hanem sorban egymas utan mutatjak be neki.
Amennyiben egy bemutatott hélgyet nem valaszt ki azonnal,
ugy mar az 6rokke elveszik szamara. Milyen stratégiat
valasszon Szindbad, hogy a legszebb valasztasanak minél
nagyobb legyen a valészinlisége?
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Teljes valosziniiség tétele

Szindbad és a haremhdlgyek (folyt.)

Szindbad azt a stratégiat valasztja, hogy elengedi az elsé m
holgyet, és az utana kdvetkezok kozil az addigi legszebbet
valasztja. Mennyi az optimalis m?
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Teljes valosziniiség tétele

Szindbad és a haremhdlgyek (folyt.)

Szindbad azt a stratégiat valasztja, hogy elengedi az elsé m
holgyet, és az utana kdvetkezok kozil az addigi legszebbet
valasztja. Mennyi az optimalis m?

Legyen A : a legszebbet valasztja, By : a k. hdlgyet valasztja,
By : egyiket sem vélasztja.

By, Bmi1,- .., By teljes eseményrendszer, igy
n
P(A)=0+ > P(ABy).
k=m+1

A holgyek lehetséges sorrendjei: 2| =1-2-3-...-n=n!
Mennyi ABy elemszama?

Az elsd m helyen tetszbleges lehet a sorrend. Az m + 1-edik
hoélgytdl kezdve a k — 1-ig a holgyek nem lehetnek az addigi
legszebbek. A k. hdlgy a legszebb, a k + 1-edik halgytdl
kezdve a hdlgyek csunyabbak a k-adiknal. =
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Teljes valosziniiség tétele

Szindbad és a haremhdlgyek (folyt.)

|ABy|=1-2.....m-m-(m+1)-...-(k=2)-1-k-...-(n—=1) =
P(ABy) = B0 = o =

n!

n n
PA)= > PAB)=1- % =03}
k=m-+1 k=m+1
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Teljes valosziniiség tétele

Szindbad és a haremhdlgyek (folyt.)

m;, N—o00 1

hogy nje
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Teljes valosziniiség tétele

Bayes-formula &ltalanos alakja

Allitas. Legyen Ay, ..., A, ... telies eseményrendszer, valamint
P(B) > 0, P(A;) > 0 minden j-re. Ekkor

P(B|AK)P(A
P(AKIB) = SSEi5iAs )
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Teljes valosziniiség tétele

Bayes-formula &ltalanos alakja

Allitas. Legyen Ay, ..., A, ... telies eseményrendszer, valamint

P(B) > 0, P(A;) > 0 minden i-re. Ekkor
P(B|A«)P(A
PIAIB) = s Figiaiia-
P(BAY) p
BA Py P(A)
Bizonyitas. P(Ax|B) = 2575 = 3% mi

i
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Teljes valosziniiség tétele

Monty Hall-paradoxon

Képzeljik el, hogy egy vetélkeddben szerepel, és harom ajtd
kdzil kell valasztania. Az egyik mdgétt kocsi van, a masik kettd
mogott viszont kecske. Tegylk fel, hogy maga a 3. ajtét
valasztja, mire a misorvezeto, aki tudja, melyik ajt6 mogoétt mi
van, kinyitja az 1. ajtét, megmutatvan, hogy amégétt kecske
van. Ezutan 6nhéz fordul, és megkérdezi: Nem akarja esetleg
mégis a 2. ajtét valasztani? Vajon elényére valik, ha valt?

) r
i
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Teljes valosziniiség tétele

Monty Hall-paradoxon (megoldas)

A; : i-edik ajté mdgbtt van a kocsi
P(A)=1,i=1,2,3

B : a misorvezetd az elsd ajtét nyitja ki
Kérdés: P(Asz|B) =?

_ P(B|Ag)P(As) _ 3
P(A3|B) = parapa = PiB1A) PUA - PEIAIPAS) — 01413411 =

W=
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Flggetlenség

2 esemény flggetlensége

Definicid: A és B figgetlenek, ha P(AB) = P(A) - P(B).
Megjegyzések
a) Ha P(A) = 0, akkor A minden més eseménytdl fliggetlen.
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Flggetlenség

2 esemény flggetlensége

Definicid: A és B figgetlenek, ha P(AB) = P(A) - P(B).
Megjegyzések
a) Ha P(A) = 0, akkor A minden mas eseménytdl figgetlen.
b) Ha P(B) > 0, akkor A és B pontosan akkor flggetlenek, ha

P(A|B) = P(A).
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Flggetlenség

2 esemény flggetlensége

Definicid: A és B figgetlenek, ha P(AB) = P(A) - P(B).
Megjegyzések
a) Ha P(A) = 0, akkor A minden mas eseménytdl figgetlen.
b) Ha P(B) > 0, akkor A és B pontosan akkor flggetlenek, ha

P(A|B) = P(A).

c) Az egymast kizaré események nem fliggetlenek, azaz
P(A) > 0, P(B) > 0, P(AB) = 0 esetén A és B nem
flggetlen.
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Flggetlenség

Tébb esemény flggetlensége

Definicio: Az A, Az, ..., A, események fliggetlenek, ha
P(A;, ... A;) = P(A;) - ...- P(A,) minden k < n-re és
1<ii<...<lig < n-re.
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Flggetlenség

Tébb esemény flggetlensége

Definicio: Az A, Az, ..., A, események fliggetlenek, ha
P(A;, ... A;) = P(A;) - ...- P(A,) minden k < n-re és

1< <...<ig < nre.

Definicid: Az Aq, Ao, ... események fliggetlenek, ha minden
n-re Aq, ..., A, flggetlenek.
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Flggetlenség

Visszatevéses és visszatevés nélklli mintavétel

Egy dobozban M piros és (N — M) fehér goly6 van, ezek kézUl
huzunk ki kett6t. Legyen A: az elso B,II’OS B: a rIUasodlk piros.

a) Vlsszatevessel P(A)=MY =%, PB) =" ="Nés
P(AB) = N2 = P(A) - P(B).
. M(N— 1) _ _M
b) Visszatevés nélkil: P(A) = NN=T) = P(B) = ., de
P(AB) = i) # (¥)* = P(A)- P(B).
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Flggetlenség

Paronkénti és "tdbbszérds" flggetlenség

7

NN

s/
7
A B C
Itt P(A) = P(B) = P(C) = % és P(AB) = P(AC) = P(BC) = %,

azaz a harom esemény paronként fliggetlen, de
P(ABC) =0 # P(A) - P(B) - P(C), igy egylttesen nem
figgetlenek.
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