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Eloszlasfiiggvény  BGr e fipeeny
Példak
Normalis eloszlas

Meghatarozas

Definicié: A £ valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye
Fe(x) = P(¢ < x), ahol x € R.
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Eloszlasfiiggvény  BGr e fipeeny
Példak
Normalis eloszlas

Meghatarozas

Definicié: A £ valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye
Fe(x) = P(¢€ < x), ahol x € R.
lim Fe(y) — F(x) = P(€ = %)
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Eloszlasfiiggvény  BGr e fipeeny
Példak
Normalis eloszlas

Meghatarozas

Definicié: A £ valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye
Fe(x) = P(€ < x), ahol x € R.

lim Fe(y) = F(x) = P(§ = x)

Diszkrét esetben P(f = Xk) = Fg(XkJrl) - Fg(Xk)
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Eloszlasfiiggvény  BGr e fipeeny
Példak
Normalis eloszlas

Eloszlasfiiggvény tulajdonsagai

Allitas: Az Fe eloszlasfiiggvényre teljesiilnek az alabbiak:
@ F: monoton ndvé.
Q ?lm Fe(x) =0és ll)rr Fe(x) =
X
Q Fg - balrél folytonos és jobbrol Iete2|k a hatarértéke minden
x € R helyen.
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Eloszlasfiiggvény SGrSEgfiRgIEny

Példak
Normalis eloszlas

Meghatarozas

Definicié: A £ valészinliségi valtozé abszolit folytonos eloszlasa,
ha Fe(x) = P(€ < x) = [*__ f(s) ds minden x € R, ahol f véges
sok ponttél eltekintve folytonos

f: siirtiségfiiggvény
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Eloszlasfiiggvény SGrSEgfiRgIEny

Példak
Normalis eloszlas

Meghatarozas

Definicié: A £ valészinliségi valtozé abszolit folytonos eloszlasa,
ha Fe(x) = P(€ < x) = [*__ f(s) ds minden x € R, ahol f véges
sok ponttél eltekintve folytonos

f: siirtiségfiiggvény

[ f(s) ds=1,f(x) >0

F'(x) = f(x) véges sok pontot kivéve
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Eloszlasfiiggvény  BGr e fipeeny
Példak
Normalis eloszlas

Egyenletes eloszlas intervallumon

Tekintsiink [a, b]-n geometriai valésziniiségi mezét.

f(w) = w.
0: x<a

P<x)=q52 :a<x<b
1: b<x

Az ilyen eloszlasfiiggvényii valészintiségi valtozét egyenletes
eloszlastinak nevezziik az [a, b] intervallumon.

Jelolés: E(a, b) vagy U(a, b).

0 : x¢|a,b]

Siirtiségfliggvény: f:(x) =
gfiiggvény: f¢(x) L e ab
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Eloszlasfiiggvény  BGr e fipeeny
Példak
Normalis eloszlas

A-exponencialis eloszlas

T: egy izz6 élettartama

orokifju tulajdonsag: P(7 > t+s |7 >s)= P(r > t), ahol

t,s >0

G(t) = P(r > t), igy &t = POt o9 = G(t), azaz

G(t+s) = G(t)- G(s) =

G(t) = et alaka. Mivel G(t) valészintiség, ezért A > 0.

Az eloszlasfiiggvény balrél folytonossaga miatt

P(r<t)>IlimP(r<t—e)>IlimP(r<t—e)=P(r<t)=
e\0 e\0

P(r<t)= !{nlo P(r<t—eg)= 8Ii\mlo(l —e AMt=e)y =1 — AL,
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Eloszlasfiiggvény  BGr e fipeeny
Példak
Normalis eloszlas

A-exponencialis eloszlas (folyt.)

A-exponencialis eloszlasu:
0:t<0
Fr(t) = —At
1—e s 0<t
0:t<0
Aoe ™M 0<t
Kénnyen lathaté a forditott irany is, tehat, hogy egy exponencialis
eloszlasi valdsziniiségi valtozé orokifju eloszlasa.

stiriiségfiggveny: f-(t) =
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Eloszlasfiiggvény  BGr e fipeeny
Példak
Normalis eloszlas

Gamma-eloszlas

& ~ T (A «) eloszlasa, ha siirliségfiiggvénye:

0: x<0
fe(x) =19 ya ,
e(x) {F/E xOTlle™ ™ 0 < x

a)

ahol I'(a) = Txa_l ce ™ dx.
0

(Megj.: T(n) =(n—1)L)
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Eloszlasfiiggvény  BGr e fipeeny
Példak
Normalis eloszlas

Standard normalis eloszlas

A £ valdsziniiségi valtozé standard normalis eloszlasu, ha
s[ir(jségﬁjggvénye:

x2
f(x) = e 7 (x€ ]R)

\/ﬂ

2 52
<ffoooe z > = [~ dt- [* e 7 ds =
o0 o0 ( 7) [oe) —E
f—oof—oo QO_ 0 d@fo e 2 -rdr=

r2 > t2
27 - [ez} =2r=. [ o€ 2 dt =1

0

+2
eloszlasfiiggvény: ®(x) = \/%7 7 ez dt
Jeldlése: N(0,1).
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Eloszlasfiiggvény  BGr e fipeeny
Példak
Normalis eloszlas

Normalis eloszlas

& valdsziniiségi valtozé standard normalis eloszlast = n = m+ o
normalis eloszlasa.

Eloszlasfiiggvénye:

P(m+ 08 <x) = P(§ <*77) = ®(>77).

7w
A stiriiségfiiggvény: foioe(Xx) = ﬁ ce 202

Ez a normalis eloszlas m és o paraméterekkel, jeldlése: N(m, o?).
Forditva, ha n ~ N(m,o?), akkor =™ ~ N(0,1).
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Eloszlasfiiggvény  BGr e fipeeny
Példak
Normalis eloszlas

Haranggorbe

10 ‘ ‘
L H=0, 0%=02, — |
/\ =0, 02=1.0,—| |
08 H=0, 02=50,=— ]
L / \ p=-2, 62=05,—| |
— 06 ]
=L ]
S ]

S04

02 N ]
L /% (x\ ]
- /| N ]
B e S S S R

abra: Normalis siirtiségfiiggvények
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Eloszlasfiiggvény  BGr e fipeeny
Példak
Normalis eloszlas

Tablazat

2 FUGGELEK

A standard normadlis eloszlédsfiiggvény tablazata

X (0@ [ x [o@ [ x [o@ [ [ 9@ [ x [ 0@ [ x [ 9@
0,000,500 [ 0,45 | 0,6736 | 0,00 | 0.8159 | 1,35 0,0115 || 1,80 | 0,0641 || 2
0,01{0,5040 | 0,46 | 0,6772 (0,91 [ 0,8186 || 1,36 | 0,9131 || 1,81 | 0,9649 | 2,52 | 0,9941
0,02{0,5080 | 0,47 | 0,6808 || 0,92 | 0,8212 | 1,37 | 0,9147 || 1,82 | 0,9656 | 2,54 | 0, 5
0,03[0,5120 | 0,48 | 0,6844 0,93 0,8238 | 1,38] 0,9162 | 1,83 | 0,9664 | 2,56 | 0,9948
0,04]0,5160 | 0,49 | 0,6879 | 0,94 [ 0,8264 || 1,39 0,9177 || 1,84 | 0,9671 || 2,58 | 0,9951
0,05[0,5199 | 0,50 | 0,6915 0,95 | 0.8289 | 1,40| 0,9192 | 1,85 | 0,9678 | 2,60 | 0,
0,06 0,5239 | 0,51 0,6950 0,96 |0,8315 || 1,41 0,9207 || 1,86 | 0,9686 | 2,62 | 0,9956
0,07]0,5279 | 0,52 | 0,6985 | 0,97 |0, 1,42]0,9222 | 1,87 0,9693 || 2,64 | 0,9959
0,08(0,5319 0,7019 10,98 0.8365 | 1,43] 0,9236 | 1,88 0,9699 | 2,66 | 0,9961
0,09 [0,5359 0,7054 10,99 0,8389 | 1,44 | 0,9251 || 1,89 | 0,9706 || 2,68 | 0,9963
0,10 {0,5398 0,7088( 1,00 0,8413 | 1,45]0,9265 | 1,90|0,9713 || 2,70 | 0,9965
0,11[0,5438 | 0,56 |0,7123 1,01 09279 11,91 [0,9719 | 2,72| 0,9967
0,12[0,5478 | 0,57 0,7157| 1,02 09292 1,92 (0,9726 | 2,74 | 0,9969

0,13]0,5517 | 0,58 | 0,7190 | 1,03 0,9306 || 1,93 50,9971
0,14|0,5557 | 0,59 | 0,7224 | 1,04 191,94 0,9973
0,150,5596 | 0,60 | 0,7257 || 1,05 0,93321,95 0,9974
0,16 | 0,5636 | 0,61 |0,7291 || 1,06 0,9345 | 1,96 0,9976
0,170,5675 | 0,62 | 0,7324 | 1,07 0,93571,97 0,9977

0,93701 1,98 | 0,9761 || 2,86 | 0,9979
0,9382 1,991 0,9767 | 2,88 | 0,9980
0,9394 /2,00 | 0,97722,90 | 0,9981
0,210,5832 | 0,66 | 0,7454 || 1,11 | 0,8665 60,9406 | 2,02|0,9783 | 2,¢ 59983
0.22 10,5871 ] 0,67 10,7486 | 1,12 0.8686 0,9418 2,04 | 0.
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0,180,5714 | 0,63 | 0,7357 | 1,08
0,19]0,5753 | 0,64 |0,7: 1,09
0,200,5793 ] 0,65 | 0,7422 | 1,10
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Fiiggetlen valésziniiségi valtozék Meghatarozas
Konvolicié

Meghatarozas

Definicié: A &1, ..., &, valésziniiségi valtozok fiiggetlenek, ha
n

P(&1 < x1,...,€n < xn) = [ Fe;(xi) minden xq, ..., xp-re.
i=1

Definicié: A &1, &, ... valésziniiségi valtozék fliggetlenek, ha

minden n-re &1, ..., &, figgetlenek.
Legyenek &1,...,&, fliggetlenek és g; Borel-mérhets. Ekkor

g1(&1), -, gn(&n) is fiiggetlenek.
Legyenek &1, ..., &, diszkrétek. Ekkor pontosan akkor fiiggetlenek,

ha P(&1 = x1,...,&n = xn) = [] P(& = x;) minden x;-re.
i=1

1
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Fiiggetlen valésziniiségi valtozék Meghatarozas
Konvoliicié

Diszkrét konvoliciés formula

Legyenek & és 1) fiiggetlenek, értékkészletiik pedig {xx} és {y/}.

P(f+7722):P(ngz{fzka:)//}):

Y. PEl=xun=y)= > PE=x) Pn=y)

Xkty1=z Xktyi=z
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Fiiggetlen valésziniiségi valtozék Meghatarozas
Konvoliicié

Binomialisak konvoliiciéja

Legyenek & ~ B(ny, p) és n ~ B(ny, p) fliggetlenek. Ekkor
£+~ B(nm + n2, p).
Ugyanis £ + n értékkészlete 0,1,...,n + np, igy

k
P(§+77=k)ZIZ%P(é’:/)'P(UZk—/)Z
mingkoed my ., m—I . ( m k—1 no—k+1
(7)-p' - @=p)m="- () - P~ (1= p) =
I=max{k—n>,0}
min{k,n1} , , . .
(ll) . (k—zl) cpk(1— p)n1+nz— =
I=max{k—n>,0}
pr - (1 — p)ymtmk. (Mi12) azaz £ +n ~ B(n + m, p).
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Fiiggetlen valésziniiségi valtozék Meghatarozas
Konvoliicié

Binomialisak konvoliiciéja

Legyenek & ~ B(ny, p) és n ~ B(ny, p) fliggetlenek. Ekkor
£+~ B(nm + n2, p).
Ugyanis £ + n értékkészlete 0,1,...,n + np, igy

k
P(§+77=k)ZIZ%P(é’:/)'P(UZk—/)Z
mingkoed my ., m—I . ( m k—1 no—k+1
(7)-p' - @=p)m="- () - P~ (1= p) =
I=max{k—n>,0}
min{k,n1} , , . .
(ll) . (k—zl) cpk(1— p)n1+nz— =
I=max{k—n>,0}
pr - (1 — p)ymtmk. (Mi12) azaz £ +n ~ B(n + m, p).
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Fiiggetlen valésziniiségi valtozék Meghatarozas
Konvoliicié

Binomialisak konvolaciéja (folyt.)

egyszeriibben is kiszamithaté: legyenek Xy, X, ... fliggetlen,
azonos eloszlasa p-indikatorok, ekkor X1 + ...+ X, ~ B(n, p),
Xn+1+ -« -+ Xogm ~ B(m, p), és igy

X1+ ...+ Xogm ~ B(n+ m,p).
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Fiiggetlen valésziniiségi valtozék Meghatarozas
Konvoliicié

Poisson eset

Legyenek £ ~ A-Poisson és 1 ~ u-Poisson fliggetlenek. Ekkor
&+ n ~ (A + p)-Poisson.

k
Ugyanis P(§+n=k)ZI;)P(SZI)'P(n:k—/):

k k
)\I_ Y k—I, o—p —(A+p) k _ (/\+,u
Zo i '#(k—i)l =7 'IZO(/)‘)‘I'“k = (A ),

(A + u) paraméterii Poisson-eloszlast kapunk.
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Fiiggetlen valésziniiségi valtozék Meghatarozas
Konvoliicié

Konvolaciés formula

Legyenek ¢ és n fiiggetlen, abszolat folytonos valészinGségi
valtozok. Ekkor £ + 1 is abszolit folytonos eloszlasu, és

s(jr(jségfﬁggvénye
+

fetn(x ffsx—)f( d)/—ffs fo(x = y) dy.
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Fiiggetlen valésziniiségi valtozék Meghatarozas
Konvoliicié

Exponencialisak konvoliciéja

&1,. .., &, fuggetlen A-exponencialis valésziniiségi valtozok
=8 +...+& =

2 1ee .. 0 x<0
Allitas: ), stirtségfiiggvénye gn(x) = 4 n-1.yno 2x
oo X > 0

Bizonyitas: n-re vonatkozé teljes indukcié
n =1 rendben . Tegyiik fel, hogy n-ig igaz az allitas. = (n+ 1)-re

£01100 = flarocterri (0 = | fatte = 9) () dy =
_— e —
&n(x—y) &1(y)

B /oo (X o y)n—l)\ne—)\(x—y)
o (n—1)!
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Fiiggetlen valésziniiségi valtozék Meghatarozas
Konvoliicié

"Buszok szama"

Olyan autébuszjaratot, ahol a buszok kdvetési ideje egymastél
fliggetlen, azonos A-exponencialis eloszlas.

&1 az els6 busz beérkezési ideje, & : az els6 és a masodik busz
érkezése kozotti id6, stb. N busz érkezik a [0, t)-ben.

P(N=n)=P(N>n)—P(N > n+1) = P(ny < t)—P(npt1 < t) =

t Xn—l)\ne—)\x t Xn)\n—l—le—)\x
XA T | XA =
/0 (n—1)! x /0 n! x

A /t nx""le™Mdx — /tx"/\e)‘xdx = M,
0 0

n!
—_—

[xPe=Ax]E— [ nxn—Lle=Axdx
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Varhaté érték Abszolat folytonos eloszlash valtozék varhatéd értéke

Meghatarozas és tulajdonsagok

Definicié: £ > 0 abszolat folytonos eloszlasi, ekkor
E¢ = [px - fe(x) dx.

Definicié: ¢ abszolat folytonos eloszlasa, ekkor
E¢ = EET — ES, hamin(EET EET) < oo

Eg(&) = fR (x) - féx) dx
§>0= EE= [(%(1— Fe(y)) dy

&, n fuggetlenek, E|¢|, E|n| végesek. = E|¢ - n| is véges és
E(-n) = E(E) - E(n).
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Varhaté érték Abszolat folytonos eloszlash valtozék varhatéd értéke

Abszolut folytonos eloszlasu példak

Q@ ¢~ E(a,b) esetén Engabx-ﬁ dx = &b,

@ J-exponencialis eloszlas varhaté értéke
— [0 =X _ 1
E¢= [Te VY dy = 5.

X2
@ &~ N(0,1) esetén EE = [ x- \/% -e~ 2 dx =0, hiszen a
siirliségfliggvény szimmetrikus, igy az integralban egy paratlan

fliggvény szerepel (tovabba az integral konvergens, mert elég
2

nagy x-re x - e~ 2 felilrsl becsiilhets az e fiiggvénnyel).

Altalanosan pedig m + o0& ~ N(m, 0?) esetén

E(m+of)=m+o-E{=m.

Arat6 Miklés Valésziniiségszamitas



Szérasnégyzet

Momentumok

Szérasnégyzet

Definici6: D?¢ = E(¢ — E€)? a £ valészintiségi valtozé
szérasnégyzete, ha az E¢ létezik és véges.

Definicié:£ sz6rasa a szérasnégyzet négyzetgyoke, azaz
D¢ = \/D2%¢.

@ A szérasnégyzet mindig nemnegativ.

@ D% <ooe EE2 <o
Ugyanis: (<) |€] < 1+ |€]? és E€? < oo miatt E€ < oo, igy
(€ — E€)® < 2( + EE?), (=) € < 2((€ — E€)* + (E€)?).
@ D3¢ =EE —(E€)*:, D¢ =E({~E¢)* =
E(&? — 26EE + (E€)?) = EE? — 2ECEE + (E€)%.
Q@ Minden A valés szamra E(¢ — A)? > D3¢ .,
E(6 — A2 = E(£2 —2A¢ + A%) =
E€? — (E€)? + (E€)? —2A- E€ + A% = D%¢ + (E¢€ — A2
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Szérasnégyzet

Momentumok

Szérasnégyzet (folyt.)

Q@ D¥=0s¢=c:
Ha & =c, akkor é —E€¢ =c—c=0= E(¢( — E€)? =0.
Ha E(§ —E)’ =0= (- E)*=0=¢=E¢

Q@ D?(a¢ + b) = a°D?%¢ :
E(ag + b —aEg — b)? = E(a*(¢ — E€)?) = a®E(§ — E€)*.
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Szérasnégyzet

Momentumok

Szérasnégyzet (folyt.)

@ &,&%,...,&, paronként fiiggetlenek és
n
D2§1,...,D2§n <00 = D2(§1+...+€n) = Z D2§,' L
i=1

D1+ + &) = E( (6~ E€))° =
E(3(6 - B4 + (6 - B - £6) =
i= i#j
S E(G — B+ X E (6 — E&)(E — ES)).
imIN———~—— %
D2¢; =E(§—E&)-E(§—EE;)=00
D? (i Ci§i> = i 7 D?¢;.
=1 i=1
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Szérasnégyzet

Momentumok

Szérasnégyzet példak

Q

Q

A indikatoranak szérasnégyzete
D?xa = Ex4— (Exa)? = Exa—(Exa)? = P(A)- (1 P(A)).

& ~ B(n, p) (binomialis valdsziniiségi valtozd)
Xi,..., X, fuggetlen p-ind. = X; + ...+ X, ~ B(n, p) és
D%¢ = D>(X1+...+X,) = D?X1+...+D?X, = n-p-(1—p).

n A-exponencialis valésziniiségi valtozo,

En= %

En? = [(°x* X-e M dx = [xz(—ef)‘x)]go + o7 2x e dx
az Osszeg elsé tagja 0, az integral

%fooox-/\-e*)‘x dx = %En:> En? = %

D = Ei — (En)* = 3.
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Szérasnégyzet

Momentumok

Szérasnégyzet példak (folyt.)

@ ¢~ N(0,1) (normalis eloszlast valésziniiségi valtozo)
X2
E¢=0=D%=E=[" x2. L .e72 dx=

00 Vor
L] 4 e tan
—— . X (—e 2 -+ e 2adx=1.
var oo \,oo\/27r
-1

Altalanosan m + o€ ~ N(m, o?)
D?(m + o¢) = 02 - D?¢ = o2,
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Szérasnégyzet
Momentumok

Szérasnégyzet példak (folyt.)

@ 17 ~ A-Poisson.
En= )\

k.e k e~

Z(k2l+z(k1 (/\2 1)+ ()=
Dn—En —(E17) =N AN =)\
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